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1 Schematisch — Chemischer — Hintergrund

1. Bausteine

4 Basen
AT,C,G

2. Bindungen

(a) Verbindung der P-&-OH-Gruppen

B B

= Ergebnis Kette von Nukleotiden (# einstringige DNA).

Bezeichnung: (5'—)BB’'B” ... oder (3’—)B"B'B...

Nach Konvention kann man das 5> am Anfang auch weglassen.

Verkettung von P und OH = kovalent also stabil, d.h. einstringige DNA existiert.
Verbindung der Basen

mit B,B'=A,T

oder B,B'=C,G

Die entstandenen Bindungen sind instabil (= keine Kettenbildung).



OH

Wasserstoff-
briickenbindung

1.1 Operationen

1. (De)-Naturierung
allgemein:

e Wirme zerstort Molekiile

e doppelstringige DNA zerlegt sich, bei 85C - 95C, in die 2 Eeinzlstringe



Naturierung: Annealing liefert wieder 2-Strangige DNA, aber unter Umsténden unvoll-
stindig (siehe Grafik).

| |
|

2. Verkiirzen von DNA

(a) Exonucleasen: Entfernen der letzten Nukleotide, ein oder Doppelstringiger DNA

(b) Endonukleasen: Zerschneiden DNA im Inneren

.. .GATTCG. .. ...GA TTCG. ..
=> &
...CTAAGC. .. ...CTAA GC...

Auch fiir einstringige DNA moglich
aber nur lokal, d.h.

I B ., I
NICHT (I Il — [ _hee— ™K ]

— Uberhiinge miissen die gleiche Linge haben und komplementir sein

3. Verbinden von DNA (Ligation)

(a) Fiihren spezifisch iiberhinge zusammen

(b) Fiihren spezifisch vollstéindige Molekiilenden zusammen. z.B.:
LLGATT & CG...
.GATT & CG...

Problem

Vorhanden: Losung mit Molekiilen &3 (o, 3 € {A,G,C,T}T)

Ziel: Losung mit Molekiil a3 aber nicht aa

erste Idee: Zusammenkippen und vollstdndige Enden verbinden — auch a« existiert. Geht
also nicht ;0(

zweite Idee: Verhindern, dass sich Ende von « mit Anfang von « verbindet.

ersetze P-Gruppe am 5’-Ende von o und OH-Atom

Ergebnis: o’ mit linkem Rand

kein Verlingern mehr
maoglich




so entstehen nach Ligation o/ und 343
dann ersetze OH in /3 durch P ~ af3

. Polymerase
Ausgangspunkt: unvollstédndigie 2-Strangige DNA
z.B.:

TCG
CGAGCCTAG

Polymeraseenzyme binden passendes Nukleotid an 3’-Ende des kurzen Strangs
es entsteht:

TCGGATC
CGAGCCTAG

. Polymerase-Kettenreaktion
Ziel: Vervielfiltigung einer Menge von DNA.
Ausgangspunkt: Losung, die doppelstringige DNA mit Strangen a bzw. @ enthiilt.
Zugabe:
e Primer, die koplementir zum 5-Ende von a bzw. @ sind (3 und f3)
e Nukleotide

e Polymerase.
Vorgehen:

e mischen DNA und Zugaben: (2), 8, 3

e Erwirmen auf ca 85C - 95C:

a p—
a,p,p
o | o B _l
e leichtes Abkiihlen: @ , [ 5 , “ |

(a) Polymerase- Reaktion

Ql

a
Ergebnis: Anzahl der Molekiile @ (ca.) verdoppelt.

(b) Herausfiltern
Ziel: Herausfiltern aller DNA-Molekiile, die gegebene Teilsequenz 3 enthalten.
Methode:
e fixiere Komplementirmolekiile 4 an z.B. Metallkugel
e danach entferne Metallkugel mit daran klebenden DNA-Molekiilen aus der Losung
e lose durch Denaturierung DNA-Striinge mit 3 von 3
(c) Gel-Elektorphorese
Ziel: Festellen der vorkommenden Lingen von DNA-Molekiilen in einer Losung.
Grundlage:
e DNA-Molekiile sind negativ geladen
e kurze DNA-Strange wandern leichter durch ein Gel zum pos. Pol eines Feldes



Versuchsanordnung:

+

[

Lésung Gelbecken

nach gewisser Zeit:

0

= aus Zeit, Ort und Stromstéirke ldsst sich die Lénge der DNA-Fragmente berechnen
oder auch auftragen eines Makers — es wird die relative Lage betrachtet




2 Klassische DN A-Berechnung

2.1 Adlemans Experiment (Since ’94)

betrachte folgenden Graphen:
(nicht planar da 1,3,5 und 2,4,6 ein K3 3 bilden)

Frage:
Existiert ein Hamiltonscher Pfad (Es gibt einen Pfad durch den Graphen bei dem jeder Knoten
genau einmal besucht wird [0,1,2,3,4,5,6]) in diesem Graphen?

Idee:

e Rate alle Tupel von Knoten auf einmal

e sortiere diejenigen Tupel um, die kein Hamiltonscher Pfad sind
Realisierung:

e fiir jeden Knoten i wéhle ein DNA-Molekiil der Lange 20

e 72.B.

sg = TATCGGATCG|GTATATCCGA
ss = GGCTAGGTAC|CAGCATGCTT

Bedingung:
kein Anfangs- oder Endstiick der Liange 10 darf 2-mal auftreten

o fiir jede Kante (z.B. 5—2):

— zerlege so = shsy und stst der Lange 10

— bilde Komplement e5_,5 von s s/

= shp = ATAGCCTAGC, si;; = GTCGTACGAA (K steht fiir Komplement)
es—o = GTCGTACGAA|ATAGCCTAGC

e stelle Losung her, die genau die Molekiile s;(0 < ¢ < 6) und e;_,; fiir (i,j) € E enthélt und
fithre Ligation herbei



Ergebnis:
in der Losung befinden sich dann z.B. die Molekiile

s1 s3 sd 51
el-=3 e3-= 4 ed-=1
und
s0 s1 s2
ed->1 el-=2 ae2-»3

d.h. jedes Molekiil beschreibt einen Pfad und jeder Pfad der Lénge n hat gleiche Wahrscheinlich-
keit des Vorkommens. Hinreichend viel Losung sichert, dass jeder Pfad der Lénge 7 mit hoher
Wahrscheinlichkeit vorkommt. Jetzt werden die folgenden Schritte ausgefiihrt:

e Herausfiltern der Stringe der Léange 7 - 20 = 140

Herausfiltern der Stringe die sy enthalten

Herausfiltern der Stringe die s; enthalten
e ...
e Herausfiltern der Strénge die sg enthalten

Wenn jetzt ein DNA-Molekiil in der Losung verbleibt, so hat der Graph einen Hamiltonschen Pfad.

2.2 Sticker-Modelle (Roveis et al ’96)
Idee:

e betrachte partiell 2-strangige Molekiile der Form

als Kodierung von 0-1-Vektoren (Position n besitzt Komplement £ Vektor der an Stelle n
eine 1 enthélt).

e damit sind alle Vektoren in Losung gleichzeitig kodierbar

e Beispiel: SAT (jeder 0-1-Vektor ist eine geratene Variable)

erzeuge 1-stringige DNA der Linge = Anzahl der Variablen - Stickerlénge
erzeuge Komplemente der Stickerpositionen

hieran erzeuge durch Annealing alle partiellen 2-stringigen DNA-Molekiile

L

fiir jede Klausel aus Formel mit n Variablen
— teile Losung in n gleiche Teile
— teile jedes Teil in 2 Teile:
x im 1. Teil ist Stickerposition i besetzt



* im 2. Teil nicht
— kommt Variable z; in Klause positiv vor, so behalte ersten Teil sonst den zweiten

— vermische die verbleibenden Teile

5. teste am Ende, ob ein DNA-Molekiil in der Losung verbleibt
= dieses kodiert ggf. eine giiltige Belegung der Formel
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3 Stickersysteme

Haben nichts mit den Stickermodellen zu tun!!!

Grundbausteine der Berechnung:
DNA-Molekiile der Form

oder oder ‘

’Berechnung’ kombiniert diese Bausteine zu komplexeren Molekiilen. Das Ergebnis der Berechnung
ist die Menge der vollsténdigen Molekiile, die so entstehen (bzw. deren obere Schranke).

Verallgemeinerung:

e nicht nur 4 Basen, sondern Basenmenge V

e Komplentaritit p C V' x V nicht unbedingt eindeutig, noch notwendig symmetrisch (~ A|T
ist nicht muss)

3.1 Dominos (Bausteine) & deren Verkettung

V ... (endliches, nichtleeres) Alphabet — V{A,G,C,T}

p CV x V... Komplementaritéitsrelation — p = {(A,T),(T,A),(G,C),(C,G)}
V*... Menge der Worter iiber V inklusive €

V* x V* ... Menge der Paare von Wortern

binér Operation (u,v) - (@,?) = (u,u)(v,?)

Schreibweise:

(u,v) fir (Z) eV xV*

(;() fir X xY; mit X, Y CV*

(X) flr (X ); fallsue V5o <V*
u {u}

p* ... Menge der Worter iiber p,
pT =p*"\{e} — (?), (%), (&) — Wort der Lénge 3

) Gl G =G Go) - Gl

falls (ml) ep, fir1<i<n

?

11



*

P Wérter von Paaren P v
(“;) ... Paare von Wértern v

O(V) ... Menge der einstringigen Dominos

v €
=)o ()
:{(u> :u,veV*,u:eoderv:e}
v
wobei (1:) =+ (Z), falls u # €

W(V,p) = Wy(V) = (O(V) x p* x O(V)) U O(V)
(W Watson-Crick Domain (Menge der Dominos))

Beispiel
= () [ 7ea ] (a)) -
AG
A L i
W(V.p)> ( 69) =lbw.d=5—AG
e\ laal . .. .
W(V,p)B(GA> =3-GA=5-AG
AG € . .. .
aber =+ GA obwohl sie das selbe Molekiil modellieren.
€
Schreibweise

= wir betrachten p* als Teilmenge von W(V, p)
fiir m € W(V, p) sei h(m) die iiberhanglidnge definiert durch:

12



max {Jul,[o}; falls m = (%) € O(V)
h(m) = v v
(m max {|u1|,|111|a|“3|’|v3|}3 falls m = (Ui) l: U2 :| ( )

Vo v3

Beispiel

[ GCA ] [ AGGCA
Pl coT | T | TCCGT

|
(5]l 36
([AA) 5 (T€T> undefiniert

€
?g ] (CA>p'<TEG> undefiniert
€

p entspricht dem Verkniipfungsoperator

Definition 3.1 (Verkettung von Dominos)
Die Verkettung von Dominos iiber (V] p):

Lo(")p(2) = (") wnd (5)A() = (,.5,)

2 (e u e () =eol e
€eo(V)

e mit wiry = Y121 und weTy = Y222

o [y1| = [y2| = min{|wiz1|, [waza|}
e und [ h }
Y2

s (o ()| 0] ) anato

1 v 1\ A 1 1 1 1W1T1Y1 1 1T1 *
Lo e | e =[] @ @] e
5. m-m’ ist undefiniert wenn keiner der Fille 1. - 4. zutrifft

Definition 3.2 (Stickersystem)
Ein Stickersystem ist ein Quadrupel v = (V, p, A, D), wobei

e V ein Alphabet
e pC V2 eine Komplementaritédtsrelation

e ACLR,(V):=W,(V)\O(V) eine endliche Menge von Axiomen (Startsymbol) und
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o DCW,(V)xW,(V) eine endliche Menge von Regeln ist

Sei v € (V, p, A, D) Stickersystem und z,y € LR,(V)
x —~ Yy < sel Regel (u,v) € Dmit y =u-px - pv

Definition 3.3 (Molekiilsprache)
Sei v = (V, p, A, D) ein Stickersystem. Die Molekiilsprache LM () ist die Menge der vollstindigen
Dominos y € pT, die aus Axiomen abgeleitet werden kénnen:

LM(y):={yept:Fxe Az -} y}

Die Sprache L(7) ist die Menge der oberen Stringe von Elementen von LM (7y):

u

L(7)1{1L€ Vt:Jwevt: [ v } E.Lﬂl(v)}

Beispiel 3.4

LM () mit Stickersystem v = (V, p, A, D)
V ={a,b,c,d}
p= {(av a)a (bv b)(C, C)v (dv d)}

Behauptung
LM(’)/) N L1 = L2

Beweis
<

iz = 4 H H Hﬂ & LM(3) N L

wegen © € LM (v) existiert ; W(V,p) mit zg € A, z; = 41,z =2 fir 0 <i<n

= da ( ), 2)) die einzige Regel ist, die a im 2. Strang einfiihrt, folgt m=k.
( (f ) einzige Regel, die b bzw. d im 1. Strang einfiihrt, gilt auch 1 = m
= 1x € Lo,

=dh. LM(Y)NL, C Ly

>
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Schritt angewendete Regel

(). ()
))

a))

~~ G~

damit ist die Behauptung gezeigt

Behauptung
L(v) ist kontextfrei

Beweis

angenommen L(vy) wire kontextfrei

= LM(vy) N L; kontextfrei (iibung 2.3)
Widerspruch zu L nicht kontextfrei (ibung 2.2)

3.2 Erzeugte Sprachen

Jede Stickersprache ist kontextsensitiv — sie wird somit von einem LBA akzeptiert

Lemma 3.5 (Peter Weigel ’04)
Sei 7 ein Stickersystem. Dann gilt L(y) € NL.

Bemerkung
NLCNPC(CS=NSPACE(n)und NLC CS

Beweis

Sei w = ay,as,...a, € V*

fir 1 <i<j<nselwfijl=aait1...a;-1

fiir i < 1 oder j > n+1: Aufruf w(i, ) durch return FEHLGESCHLAGEN entspricht Laufzeitfehler
(weiter siehe Kopie)

Variable:

li,la,m1,m9 € {=k,—k+1,...,n,...,n+ k} wobei k die Grofie des gréfiten Dominos in + ist.
xT1,T2,Y1,Y2, 21,22 € ng

z,y € W(V,p); |z|, [yl < k

Platzbedarf:

4-log(2k +n) + ¢ € O(logn) (c hingt nur von -y, aber nicht von der Eingabe w ab)

q.e.d.

Jede Stickersprache ldsst sich von einem k-Kopfautomaten erkennen.
Nach Bsp. 3.4 = es gibt nicht kontextfrei Stickersprache, also insbesondere eine nicht-regulére.

Einschub
Erlauterung zu k-Kopfautomaten

15



Leseband
—a——

1 Kopf nur zum Lesen

ein Kopf weif3 nicht ob er rechts oder links von einem anderen ist

mit 4 Kopfen lassen sich Stickersprachen erkennen

L(+) lassen sich mit 6 Kopfautomaten erkennen

Uren L(k-Kopfautomaten)C N L

o je mehr Kopfe desto schwicher der Automat

Definition
Ein Stickersystem v = (V, p, A, D) heifit einseitig, wenn fiir jede Regel (x,y) € D gilt:
vgl. Grammatik:

r = <6> oder y = (E)
€ €
G = (N,T,S,R) mit

N={S,S}, T={ab},R={S— 955 —aS,S—¢€}
L(G) = {a"b™ : n € N} nicht regulér.

Lemma3.6

Sei G = (N, T, S, R) kontextfreie Grammatik mit N = N; U N, U {S} und
RC ({S} x NiT*N,) U (N; x N\T*)U (N, x T*N,.) U (N x {€}).

Dann ist L(G) regulér obwohl die Grammatik nicht regulér ist.

Beweis

fiir p = (S, XjwX,) € R definiere Grammatik

Gf = (Nl,T, X;RN (Nl X (Nl U T)*))

und

GP = (N,, T, X,,RN (N, x (N, UT)*))

= G ist linksregulér und G? ist rechtsregulér
L(G)\{€} = Up—(s,x,wx,)erL(G}) - w - L(GP)

Da G und GP regulir sind, ist auch L(G)\e regulér.
= L(G) reguldr

q.e.d.

Lemma3.7
Sei v = (V, p, A, D) ein einseitiges Stickersystem. Dann ist L(7y) regulir.

Beweis

Wir konstruieren Grammatik G mit L(G) = L(v), die die Bedingungen von Lemma 3.6 erfiillt.
Idee:

wéhle d € N mit h(z) < d fir alle ¢ € A, (x,y), (y,2) € D, dann ist jedes € LM(y) durch

16



eine Ableitung A 3> xg —, ¥1 —, Tz —, -+ — Ty, = @ herleitbar mit h(x;) < d fiir alle i. Die
Uberlénge von x; werden die Nichtterminale:

N = <{c c (V;) U <VE) z| < d} x {l,r}> U{S}

T=p
P enthélt folgende Regeln:

1. S — (x,D)y(z,r) ist Regel, falls
zz€ () )U(L) lzllzl Sdiyept oy, ze A
= (x,1) und (z,7) sind Uberhinge

2. (y,1) = (v, 1)z ist Regel falls
v,y € (V) U ()i lyl y'] < d; 2 € p* und es gibt

($,€)€D7und|:§ Epmltxy[g:l:y’z{ﬁ]
3. (y,r) — z(y',r) ist Regel, falls
v,y € (Ve YU (5-); [yl 1¥/] < d; @ € p* und es gibt
a . a o a L
(e,2) und b € p mit b}y Z[b}xy
4. (e,]) - €
(e,7) — €
Die Grammatik G = (N, T, S, P) erfiillt die Bedingungen aus Lemma 3.6, also ist L(G) regulér.

Wir zeigen zunichst: L(G) = L(M)(vy)
Sei x € L(G) — es gibt Ableitung in G der Gestalt

S =¢ (21, D)y(z1,1) =6 (@2,0)y2(22,7) - =6 (@0, Dyn(20,7) =6 Ynlzn, 1) =2
= x1y121 €A

TiYiZi —~ Titl, Yit1, Zig1 ir 1 <4 <n—1

= TpYnzn = Yn € LM (7), also L(G) < LM ()

Es sei © € LM ()
= es gibt Ableitung:

A3z —y 29 =4 T3 —y Tp = mit h(z;) < d

V= €
.13 2 : 1,23
Selxi,xie(e)u(v*),xie/ﬁ mit z; = z; v 7]

Regeln aus P genau so, dass

17



S—>G($1,l)$%(l‘?, ) E; (m%,l)m%(x§7r)—> ( ; l) (l‘ T)

:rfxnfxlexfl Ep

1.3 _ (€

- t=()
€

2

= (zh D2 (23 r) =5 22 =2, =2
=z € L(Q), also LM (v) < L(G)
= LM (v) regulér.

Sei n : p* — V*Homomorphismus mit n ({ E ]) = q fir { E } €p

= n(LM(v)) ist regulér und gleich L(y)

q.e.d.

Lemma3.8
Sei G = (N, T, S, P) rechtsregulire Grammatik. Dann existiert ein einseitiges Stickersystem - mit

L(G) = L(»).

Beweis

o.E.

N = {X15X27"'7Xk}

(XiwX;) oder (X;, w) Regel — |w| <1

Idee:
ist ay,...,a,X; ableitbare Satzform, so kodiere diese durch Domino
ai as N Ap—j N Qp,
ap a9 N A —i
Formal:
V= T
ll
a ,a € V}

{ ] LS = wuX ), |xu|—k+1} {[ﬂ:xeL(G),uRkH}

B
{( { ] (i’)) Dau = k41, X)) =5 me}U{((E)v(E) { . D ol <k X =6 x}
ist

Dann ist v = (V p, A, D) einseitiges Stickersystem.

Nun zu zeigen:

L(G) = L(v)
'L(v) < L(G)" ohne Beweis
'L(G) < L(v)

Sei w € L(G)
Es gibt folgende Félle:

1. w|§k:>[:VV]EAﬂp+:>wEL('y)

18



2. Jw| >k
= es gibt w; € V' mit |w;| =k + 1 fiir 1 <i <nund w = wiwows . W W1, Wiyt < K
und es gibt j; = kmit § =% w1 X, =& wiw2 Xy, - =5 wiws ... wp X, =5 WiW2 . .. WpWpt1 =

w
wegen |w;| =k + 1 existiert u;, z; € V1 1 w; = myug, ju| = j; fir 1 <i<n
=

:I:l Ul
@ | 7| ea

(b) fir2<i<n
in—l - winmji—l = |ui*1|7ji = |u2|

(002 em)en
(©) Xj, =& Wnt1, [wnga| <k

€ € w
= (@[ i) er

T n T1uix u
= [ x; ] (el) e { xiuixz } (€2>
T1UL ... Up_1Tp (un)

(Regel der Form 2) —* LU Uy 1T,

(Regel der Form 3) —2* { ity .. - UnWnt1 } = [ w }

iUy - .. UpWp+1
= w € L(v)

q.e.d.

Satz 3.9
Es gelte die folgende Beziehung

CS = NSPACE(id)
)
& SL := S
{L(v) : v SSys}
SSL := ? OSL = REG =:
{L(7) : ~y einf SSys} ¢ {L(7) : v eins SSys}
=
SOSL :=
{L(7) : 7y einf & eins SSys}

(Abkiirzungen: SSys = Stickersystem, einf = einfaches, eins = einseitiges)

Beweis

SL C CS: Lemma 3.5

OSL = REG: Lemma 3.7 & 3.8

SOSL # SSL: iibung ab*a € SSL\SOSL

SOSL # REG: ab*a € REG\SOSL

SSL ¢ REG: Bsp 3.4 (SSL enthélt eine Sprache, die nicht kontextfrei ist)
= SL# OSL REG ¢ SSL: a* Ube REG\SSL = SSL C SL

(Weigel & Keilwagen '04)
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3.3 Turing- michtige Erweiterungen
nach Lemma 3.5 existiert insbesondere eine rekursiv aufzdhlbare Menge L, die sich von keinem

Stickersystem erzeugen lédsst.

Frage:
existiert vielleicht ein 'Ubersetzungs-’ oder ’Anzeigemachanismus’ g so, dass fiir jede rekursiv
aufzéhlbare (im weiteren Verlauf abgekiirzt durch r.e.) Sprache L ein Stickersystem ~ existiert mit

L= g(L(7)).
hier: generalized sequential machines (gsm)

Definition3.10
Ein Tupel g = (Q, V1, Va,¢, F, §) ist eine det. gsm, falls:

e () eine endliche Menge von Zusténden

e V7, V5 Ein- & Ausgabealphabete

e | € ) der Initialzustand

e ' C Q eine Menge von Finalzustdnden und

§:Q x Vi — (Q x Vi) eine Uberfithrungsfunktion ist.

Fiir die det. gsm g sei R(g) C Vi* x V5* definiert durch:

(a1as . ..an,w) € R(g)
mita, e Vi &weVy 3¢ €Q,u, € V5
qo = 4,0(qi, @it1) = (¢it1vi41) fir i =0,...,n—1

qn € Fund w =vivy...0,

Bemerkung

Sind (v, w), (v,w") € R(g), so gilt w = w’

= R(g) ist partielle Funktion von V}* nach V'
= Schreibweise g(v) = w fiir (v, w) € R(g)

—

Lemma3.11
Seien g; = (Q4, Vi, Vig1,¢i,0;) fiir i = 1,2 det. gsms. Dann existiert eine det. gsm g mit R(g) =

R(g1) o R(g2)
Rightarrow g ist Verkettung von g7 und go

Bemerkung

hog(u) == h(g(u)); u € Vi

R(g1) o R(g2) = {(u,v) € Vi" x v5 : Fv € V5" : (u,v) € R(g1), (v,w) € R(g2)}
Beweis

Beweisskizze:
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U1
a1a2a3’ 91 ‘—> U2 —>’ 92 ‘-’ ga2(v1v2v3)
U3

Q=01 %xQ2

6((q1,92), a) = ((r1,72), w) mit
01(q1,a) = (r1,v)und

85(ga,v) = (r2,w) fiir ein v € V5
L= (t1,t2)

F=F xFy

Setze g = (Q, V1, Va, 1, F,§) Dann gilt:

R(g) = R(g1) o R(92)

0.B.
q.e.d.

Bemerkung

65(612’ U) = (7“2, w)
d3(q2,v) = (r,€)

63 (g2, au) = (r
falls d2(r,a) = (r',v)

und 65 (r',u) = (r",w)
weiteres Vorgehen:

1. Konstruktion eines einfachen Stickersystems & einer deterministischen gsm ¢; mit 7'S, =
g1(L(7))

2. fiir L r.e. existiert det. gsm g mit L = g2(T'Sy) = g2(91(L(7))) = g(L(7))
—~—
9

Definition 3.12 Twin-Shuffel-Sprache
V Alphabet

e V={a:aecV} wir nehmen an, dass VNV =0

o y,veV*
uwoy = {U1U1UQ’U2...un’l)n TULUR .. Uy = U, V1V2 ... 0y =V
ist der Schuffel von u & v

® ay,a9,...a, €V :a103...0a, =01,02,03,...,0,

TSy = U www
weV*

ist die Twin-Schuffel-Sprache tiber V
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Bemerkung

|v] =1:T8S, kontextfrei |v| > 1: TS, kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei
Beispiel
aab W ca = {aabca caaab, caaba, aacba, aacab, ...}
Lemma 3.13

Sei X endliche Menge. Dann existiert ein einfaches Stickersystem v = (V, p, A, D) und eine det.
gsm g mit TSy = g(L(7))

1234 1'2 56789 34567 10 8 910

B [

Das Bild zeigt v W o. Die weiBen Kistchen sind v € X* und die grauen 7 € X*. Es gilt auBerdem
|grau| = |weiB|. Die gesammte Grafik ist € T'S,.

Beweis
Idee:

1. wir erzeugen mit v die Sprache L aller Worter v"V#w mit v € X*, w € v W 7T
2. g H#Hw) =w

zu 1.

V=XUXU{#}

={(0) =)

2]
D{Ra,Ra:an}U{(C),(;)) :anuX}
w=((0)-2)) 7= () ()

v = (V,6, A, D) ist einfaches, aber nicht einseitiges Stickersystem.

zu zeigen: L C L(v)

Seiw™’#ve L, dh we X, vewww
definiere Homomorphismus

f: (XUX)— X*
a—a

a— e(fira € X)

g: (XUuX)*— X*

a— e

a—a
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fiir 0 <4 < |v| sel v; der Priifix von v der Linge i

Ws(V) 9’ f(vi)" " #v; ‘ —y ’ f(is1)™ " #vit1 ‘
’ g(vi)""# ‘ ’ g(vig1)" " # ‘

insbesondere also —

¥* #*

. |: f(,U>rev# :| (v) o |: wrev#v :|
¥ g(,U)Te’U# € ¥ wrev#v
= w"#v € L(v), also L C L(y).

zu zeigen: L(y) C L

Bemerkung

alle Elemente von LM () haben Form { WA

Wy ] mit w € X*,v € (X UX)*.

Sei also w™®"#v € L(), also

# " w’I‘E’U # v N wTG’U #,U
# e wrev# 6 e wv-ev#v

nur Regel der FormR, und Rg
Reihenfolge dieser Regelanwendungen: v

Reihenfolge der Anwendung von {R, :a € X} w
{Rz:ae X} w

= v €wWw, also w™#v € L
= L(y) L
zu 2.

q.e.d.

Lemma 3.14
Sei L eine r.e. Sprache. Dann existiert det. gsm g und eine endliche Menge X mit L = g(T'S,,).

Beweis
Sei G = (N, T, S, P) Grammatik mit L = L(QG).
Idee:

1. erfinde Kodierung von G — Ableitung durch Wérter iiber X U X — Menge C' C (X U X)*
2. zeige C'= L1 NTS, fiir eine reg. Menge L
3. fiir w € C kann abgeleitetes Wort durch det. gsm berechnet werden.

zum Beweis:

X:=NUuTU{€}
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1. Kodierung:
Sei S =wg —¢g w; =g ws - —g w; €T G — Ableitung
= es gibt u;,v; € (NUT)*, (I;,7;) € P mit
w; = wil;v; & wip = wryv; fiir 0 <@ <n
kodiere Ableitung wie folgt:

Wn—1 Wn—2 wo

€wn€ ’unfllnfl’l)nfl €un,2ln,2vn,2 .. .€’U,Qlovo

€Up_1Tn—10n—1€Un—2Tn—2Un—2 ... €UeToVy €Wo
——

Wn, Wn—1 w1

um Wort iiber X U X zu erhalten:

e mische u; und w; ’fair’ (analog fiir v; & ;)

e crsetze g durch €€

f:X* = (X UX)* mit f(a) =aa fira € X - B -
C= {€wn€€f(un—l)ln—lmf(’un—l)€€f(un—2)ln—2mf(vn - 2)€€ s €€f(n0)l0mf(00)%
S=Wy—wy- - — w, €T Ableitung in G } C T'Sx

e nicht regulér
e nicht kontextirei

e kontextsensitiv

2. C' =L, NTS, fiir eine regulére Menge L.
Y:={aa=f(a):ae NUT}
R:={lr:(l,r) € P}

L, = €T*€(€Y*RY*€)*S

L,ist regulér

C C LiNTS, leicht zu sehen

zu zeigen: L; NTS, C C ohne Beweis

3. Konstruktion der deterministischen gsm g mit L = g(T'S,)
leicht fiir L = g1 (TS, N Ly):

arafirainT

o €:eps E:eps ©‘

Ly regulir = es gibt einen deterministischen endlichen Automaten A = (Q,¢,d, F') mit
Ly =L(A)

g = (Q,XUX,XUX,.,6,F) mit §(p,a) = (d(p,a),a) ist deterministische gsm mit
domgs = Ly und go(u) = u fir u € Ly (d.h. R(g2) = {(u,u) : u € L1})

= 01 Ogg(TSm) = gl(TSz U Ll) =L

nach Lemma 3.11 existiert deterministische gsm g mit g = g; o go, also L = g(T'S,,)

q.e.d

Satz 3.15
Sei L r.e. Sprache. Dann existiert ein einfaches Stickersystem v und eine deterministische gsm g
mit L = g(L(7)).
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Beweis
Nach:

e Lemma 3.14: L = ¢1(T'S,,) fiir eine endliche Menge X & eine deterministische gsm ¢;

e Lemma 3.13: T'S, = go(L(7)) fiir ein einfaches Stickersystem 7 und eine deterministische
gsm g2

= es gibt deterministische gsm g mit:

g(L(7)) = g1092(L(7)) = g1(T'Sz) = L
q.e.d

nichstes Ziel: jede Stickersprache ist gsm-Bild einer Stickersprache iiber natiirlicher Kom-
plementaritét.

Lemma 3.16

Vi, Vo Alphabete, k € N, L, C V¥ fiir a € Vo und L, paarweise disjunkt. Dann existiert eine
deterministische gsm g mit:

g(u) =aras...ap fir uw € Ly, Ly, ... L,, und g(u) undefiniert falls u nicht von dieser Gestalt.

Beweis
Idee:

e merke dir die letzten Buchstaben

e nach k Buchstaben weifl man, was ausgegeben werden muss.

L= U Lo, C V¥ endl.

acVs
Q:={uveV |ju <k-1}U{L}
Li=¢€
(ua,e), falls lua|l <k-—1
O0(u,a) =< (eb), fallsua € Ly
(Lye)  falls |ua| = k,ua ¢ L
o0(L,a) = (L,e)

F = {¢}

g=(Q,V1,Vs,6,t, F) deterministische gsm da {L, : a € V5} paarweise disjunkt.

q.e.d
Ein Stickersystem v = (V, §A’, D) heift natiirlich, falls V = {4, G,C, T} und § = {(?), (Z) (g) (g) }

Satz 3.17

Sei v9 = (Va,dq, Ay, Do) ein Stickersystem. Dann existiert ein natiirliches Stickersystem v; =
(V1,7, A}, D1) und eine deterministische gsm g mit L(y2) = g(L(71)). Ist v einfach) einseitig, so
kann ~; einfach\ einseitig gew#hlt werden.

Beweis
Sei 65 = {(a;,b;)1 < i < k} (a; = a oder a; = bsmgl.) fiir a € V, sei L, = {G'C* : q; =
al U{CIGF-I} C VF
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Sei g deterministische gsm aus Lemma 3.16, d.h.:

g:(U La>*ﬂv;

a€Vs

(i;) S Wp1 (‘/1) mit u;, v;, w; € (Ua€V2 LU’)*

g(vy) | ‘gws)

. . « w1 V1 w1 . . .
wir schreiben g <(u2) [ . ] (w2)> fiir dieses Molekiil.
i ={A,G,CT}

61 ={(A,T),(T,A),(G,C),(C,G)}
Ay ={z e W5,(1) : g"(x) € Ay}

Dy = {(z,y) € W5, (V1)* : (9"(2), 9" (y)) € D2}
~v1 := (V1,61, A1, D) natiirliches Stickersystem.

= ) | 96 | Gt € Wt

2u zeigen: g(L(1)) = L(r2)
Seien z,y € Wy, (V1) mit x —,, y und ¢g*(z), g*(y) definiert, da komplementére Paare aus |J L,
auf komplementére Paare aus V, abgebildet werden, gilt g*(z) —-, g (y).

damit:

y € LM(y1) = es gibt x € Ay mit x —7 y

= es gibt x € Ay mit g*(x) =2, g*(y)&g*(z) € Az
= g"(y) € LM(72)

also:
w € L(m) = g(w) € L(v2), d.h. g(L(71)) € L(72)

/

umgekehrt sei w’ € L(73). Dann existiert ¢y’ = [ ;j,, } € LM(72)

= es gibt 1 <4, <k fiir 1 <1< |w;| mit

/ iy iy @iy
y bil b,b'2 .« bi‘w/‘

o Gil Ck—i1 Gi2 Ck—i2 Ginck—in
Yy = CiaGh—it Ci2Gk—iz || QinGh—in

] mit n = |w’|

dann gilt g*(y) = ¢/, da 3y’ in v, ableitbar aus einem Axiom, ist y in y; aus einem Axiom ableitbar,

also L(72) € g(L(m))
Beobachtung: ist v, einfach bzw. einseitig, so ist unser v; ebenfalls einfach bzw. einseitig.

q.e.d

Beobachtung:

v einseitiges Stickersystem

= es gibt reguldre Grammatik G mit L(y) = L(G) und diese kann berechnet werden

(vgl. Beweis von Lemma 3.6 und 3.7)

= es gibt endlichen Automaten A mit L(A) = L(G) und dieser kann berechnet werden.
L(A) # © gdw, ein Finalzustand in A von einem Initialzustand aus erreicht werden kann und
dies kann effektiv entschieden werden. Also ist die Frage L(y) = @7 fiir einseitiges Stickersysteme
entscheidbar (in P losbar).
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Frage: Was ist im allgemeinen Fall?

Posts Korrespondenzproblem (PCP):

Eingabe: endliche Menge von Paaren (u;,v;) von Wértern
Frage: existieren Indizes 71,149, ...,1, fiir eine Zahl n > 0 mit w;, w;, ... w;, = V3, Viy ... V;

n

Satz 3.18
PCP ist unentscheidbar.

Satz 3.19
Das Leerheitsproblem fiir einfache Stickersysteme ist unentscheidbar.

Beweis

wir reduzieren PCP auf Leerheitsproblem

Seien (u;,v;)1 < i < n Paare von Wortern iiber X

V=XU{#1,2,...,n}

0= {(Z) ta € V} Idee:

wir konstruieren einfaches Stickersystem v mit L(vy) = {ic,%e—1 ... t1F Uy Uiy .. U;, ¢ 1
My Uiy Uiy - - - Uiy = Vi Uiy - ..V, } =2 L

IN
IN

e

Sei v = (V, 4, A, D).

zu zeigen: L C L(v)

Sei (i1,12,...,i.) Losung der PCP-Instanz

Uiy Wiy + - - Uiy, = Vjy Vi - - Vg =>> (311;”) € Ws(V)
fiir i < j <1 .

‘Zj_llj_g...l1#uilui2 ...uij71 ‘

’ ij_lij_Q e il#‘/ilvig N Uij_l

7y

i u
' | i

]

= Gele—1 ... 11U, u;, € L(7), also L C L(). L(y) C L

rev
Sei « € LM(~). Dann gibt es a,b € {1,...,n}* u,v € X* a = [ erig } wegen der Gestalt
von 777 gilt a = b oder u = v.
i
#

betrachte eine beliebige Herleitung von x aus [
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Reihenfolge der Anwendungen von ((%), (*)) ist a
Reihenfolge der Anwendungen von ((Z), (;)) ist b

also:

U = Ugy Ugy - - - Ug, Mit a =a1aa...an, Und V = Vg, Vg, . .. Ve, Wegen a = b.
Dau=wvgilta™#ve L= L(y)CL

= L(y)=L

also L(vy) # @ gdw. PCP Instanz eine Losung hat.

= L(v) # @7 ist unentscheidbar fiir einfache Stickersysteme.

Korollar 3.19
Das Leerheitsproblem fiir nat. und einfache Stickersysteme ist unentscheidbar.

Beweis
Wir reduzieren das Leerheitsproblem einfacher Stickersysteme auf das obige Problem.
Sei « einfaches Stickersystem
Satz 3.17 = 3 nat. Stickersystem ~’ (einfach)
3 deterministische gsm g mit L(y) = g(L(y')) und im Beweis von Satz 3.17 werden
77?7 v und g effektiv konstruiert g(v) ist definiert fiir alle v € L(y')
also L(y) = @ gdw. L(y) =@
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4 Watson — Crick — Automaten

Idee: Automat mit 2 Lesekopfen, die iiber die Stringe des DNS - Molekiils vom 3’-Ende zum
5’-Ende laufen.

endliche Maschine

—

4.1 Akzeptierte Sprachen

Definition 4.1 ( Watson - Crick - Automat)
Ein Watson - Crick - Automat (WK - Automat) ist ein Tupel A = (V,p,Q,:,T, F'), wobei

e V ein Alphabet;
e pC V2 eine Komplementaritétsrelation;

e Q endliche Zustandsmenge;

¢t € @ Initialzustand;

T CQxV*xV*x(@Q endliche Menge von Transitionen;
e I C (@ eine Menge von Finalzustinden

ist.

Eine Berechnungsfolge in A ist eine endliche Folge von Transitionen (

—=t1tat: .
p t”d) aus T mit ¢; =
n

(qi7uiaviaqu+l) fiir 1 S T S n.
Sie ist erfolgreich, falls ¢; = i und ;1 € F und (“*%2"") € p*. Das Paar (112" € (K*) heift

V1V2...Un

V1V2...Un

die Beschriftung von p.

Beispiel 4.2
Q = {qla"'7q4}7i = Q17F: Q
V={abhp={(©). 0}

(Z) Beschriftung eines erfolgreichen Pfades
v,u € a*xbx, d.h. In,m € Nmit u=v =a™d"
Angenommen dieser Pfad endet im:
pr:v=e=>u=ceda(u=v)
g2 : m > 0, da Transition von ¢; nach ¢ in Pfad entahlen wegen v = v wird Transition
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von ¢g; nach g» genau m-mal durchlaufen.
= Transition von ¢y nac g3 wird genau m-mal durchlaufen
= n = m > 0 fithrt dazu, dass v keine b’s enthélt.
g3 : u enthélt aber das v nicht ~» mu = v
qe:m=mn>0
= L(A) > {a™b™|m € N} sogar = L(A) also nicht regulér.

fir V={a1,...,a,} und w € V* sei #aw die Anzahl der Vorkommen des Buchstaben a € V
in w und ¥(w) = (#ayw, #asw, ..., #a,w) CN"
Eine Menge X C N™ heifit semilinear, wenn es ein k € NA z;, y; € N” fiir 1 < i < k gibt mit

X=|J m+{ -wlen

1<i<k

Bemerkung
Vereinigung und Schnitt semilinearer Mengen sind semilinear.

Satz von Parikh 4.3
Sei L C V* kontextfrei. Dann ist (L) C N!V| semilinear.

Lemma 4.4
Sei A WK - Automat mit L(A) C a*. Dann ist L(A) regulér.

Beweis

Sei A= (V,p,Q,¢,F,T) WL - Automat mit L(A) C a*
A={beV:(}) ep}

wir konstruieren eine lineare / kontextfreie Grammatik

G = (N,{a,b},S, P)

~
N=Q
S=1
P={q—e:qe F}U{q— a'q'b: es gibt (¢,(%),q) € T, |v| = j,v € A*}

Behauptung
{a™b™ :a™ € L(A)} = L(G) N {a"b™ : n € N}

Beweis
“C“ Sei a™ € L(A)

= es gibt v € V* komplementér zu " und ein erfolgreicher Pfad mit Beschriftung [ a{)” ]

L = QoU1V1q1U2V2G3 - . . UpVUp(Qy € F
A ULUS .. Uy = a

A VIV ... U, =0 € A*

= (¢i — uiy1qit1b"+) € P

= 1 — U1q1b" — U usqeb¥2bt - - — ujus ... Up QR OVl
m

— a™b

also “C* ist gezeigt.

Beweis

“D“

Sei 1 = g9 —g a™@b™ —g a™a™@b™2b" - —g a™a™2 ... a™Fqb" LD g
ami-mepnatnzene ¢ fgnp s € N} Ableitung in G

=q €F

es gibt Transitionen (g;,a™ "+, v;11,¢i+1) € T mit v;41 € A*, |vi11] = Uit
go(a™")q1(a™v2)qs . . . a™F VR

-3
ist ein Pfad in A.
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4o = ¢
g, € F
v=0v1v3...0; € A*
[v| =n1 +ng - e =my+my+.omp =m
also ist die Beschriftung ( ) € p*
= Pfad erfolgreich = o™ € L(A)
= a™b"™ € linker Seite
fiir w € {a,b}* sel Y(w) = (#,w, #mw)
~ Anwendung des Satz von Parikh: ¢/(L(G)) semilinear
= Y(L(G)) N {(p,p) : p € N} ist semilinear
= Behauptung D({a™0™ : @™ € L(A)}) = {(m,m) : a™ € L(A)}
= {m:a™ € L(A)} semilinear
= L(A)Na* = L(A) reguldr

q.e.d.

Satz 4.5
{L(A): A WL - Automat} C CS

Beweis

L = {a?: p Primzahl} € CS\REG

Nach Lemma 4.4 sind die Sprachklassen also verschieden.

Mitgliedschaft von L(A) in CS wird durch linear platzbeschréinkte TM (LBA) bewiesen

q.e.d.

Ein WK - Automat A = (V, p,Q,t, F,T) heifit einfach, falls fiir jedes Tupel (p,u,v,q) € T gilt
u=¢€oderv=c¢

Lemma 4.6
A=V, p,Q,/,F',T") mit L(A") = L(A)U{e} und Q' = F’

Beweis

1. Idee:

Kopf 1 immer auf ungerader Position

Kopf 2 immer auf gerader

(auBer am Anfang und bei Akzeptanz)

2. Idee:

Kopfe immer schon weiter rechts, unbearbeiteter Teil der Eingabe im Zustand gemerkt.

wihle m > 0 so, dass alle Worter in Transitionen von A kiirzer sind (d.h. T < QX V<" x V<" x Q)
Q =Qx V=" xVER U/ 1}
/ — Q/

4 Gruppen von Transitionen:

1. Initialisierung;:
(¢, (%), (1, a,€)) ist Transition in T fir a € V

2. Vorrausschau:
fur (p,ux,v) € Q' mit |z| = 2:
((p, u,v), (6) p,ux,v)) €T’
fur (p,u,v) € Q' mit |y| =2
((p,u,v), () p,u,vy)) €T
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3. Simulation:
fiir (p.u,v), (p',w',v") € Q'
(psu,v), (6), (W, u/,0")) € T, falls es z,y € V* gibt mit (p, (z),p’) € T und v = zv’ und
v=yv

4. Akzeptanz:
((p,u,v), (%), f') falls (p, ("), f) € T fiirein f € F
((p,u,v), (;Lb)7f) eT fiir ein f el
Dann ist A" = (V, p,Q’,//, F',T") ein einfacher WK-Automat mit F’ = Q’
man zeigt jetzt:

Behauptung 1
Seien z,y € V*, (p,u,v) € @’. Dann sind dquivalent

e 3 Pfad von ¢/ nach (p, u,v) mit Beschriftung (Z) in A’
o /iy € V* .

x = x'u,y = y'v,|x| ungerade, |y| gerade, 3 Pfad in A von ¢ nach p mit
Beschriftung (z,)

Beweis
induktive iiber jeweilige Pfadldnge

Behauptung 2
Seien z,y € V. Dann sind #dquivalent

e J Pfad in A’ von ¢/ nach f’ mit Beschriftung (Z)

e 3 Pfad in A von ¢ nach f € F mit Beschriftung (g) und |z| = |y|mod2
Beweis
verwende die Behauptung 1 und die spezielle Gestalt der Akzeptanztransition.

damit folgt Behauptung des Lemmas:

Seiz e V™

reL(A)&IyeVT: (;j) € p* und 3 Pfad in A von ¢ nach f € F' mit Beschriftung (’;)
SyeVt: (Zj) € p* und 3 Pfad in A’ von ¢/ nach f’ mit Beschriftung (‘;)

<z e L(A)

q.e.d

Lemma 4.7
Sei L C v* regulér = es gibt einfachen WK - Automaten A mit L(A) = LU {e} und F = Q

Beweis
Ubung

q.e.d

Lemma 4.8
A einfacher WK - Automat mit |@Q| =1 (es gibt nur einen Zustand). Dann ist L(A) regulér.

Beweis

Sei Wy ={w e V*:(p,(¥),p) € T} endlich
Wy ={w e V*: (p, (V;),p) € T} endlich

L(A) ={z e Wy :3y e W5, (}) € p*

H={zecV*:IyecWs: (Z) € p*} reguldr und L(A) = WyFNH
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Satz 4.9
Es gelte die folgenden Beziehungen:
CS
-
{LT(A) : AWK - Automat} =
AWK
{LT(A) :
A einfacher WK - Automat mit Q =
F} =FSWK
c c
REG ¢ {LT(A) :
A WK - Automat, |Q| = 1} =
NWK
¢ 2 ¢
{L7(4) :
Aeinfacher WK -Automat|Q| =
1} = NSWK
Beweis

AWK C CS:54.5

AWK C FSWK : L4.6

AWK D trivial

REG C FSWK : L4.7

NSWK C REG : L4.8

REG ¢ NWK

L e NWK = L= L7 gilt nicht fiir alle reg. Mengen
NWK ¢ REG : TSy € NWK (Ubung); TSy! € REG

aus der Unvergleichbarkeit von NWK und REG folgt die Echtheit der restlichen Inklusionen.

q.e.d.
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