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Zusammenfassung

Bekanntermal3en spielt die RNA eine zentrale Rolle in lebené#darZzund bt eine Vielzahl

von Funktionen in den verschiedensten biologischen Zusamhéngen aus. Da die Funkti-
on der RNA oft eng durch ihre Struktur bestimmt ist, nimmt digadyse der Struktur einen
wichtigen Stellenwert in der Untersuchung tber die RNA eiasModell der Sekundar-
struktur ist dabei sehr hilfreich.

Wir verschaffen uns zunachst einen Uberblick tiber schoharmmene Erkenntnisse zu der
Frage, unter welchen Voraussetzungen zu gegebenen Se&unkiiren Sequenzen exis-
tieren, die diese Strukturen realisieren. Das heif3t, veetite Mdglichkeit haben sich unter
bestimmten Paarungsregeln in diese zu falten. Dabei wutlide werden, dass die Beant-
wortung der Frage sehr stark mit den Voraussetzungen arh@mnampn Sekundarstrukturen
verknupft ist.

In dem bisherigen Modell werden allerdings nur die entdpeaden Basenpaarungen be-
ricksichtigt, nicht aber Positionen, welche keine Paaringehen durfen. Wir setzen des-
halb neue Kanten, so genannte Pseudokanten, in diese @Graphe&m den Realisierungs-
begriff einzuschranken. Die Motivation entspringt dem \&&im Sequenzen zu finden, die
im Sinne der Paarungsregeln, strukturerhaltender sindifdssich zeigen, dass dabei neue
Voraussetzungen an Graphen mit Pseudokanten zu stell&rssinlass einzelne Sequenzen
existieren, die mehrere Sekundarstrukturen realisieren.

Durch diese Sachverhalte motiviert, werden Problemstg#a formuliert und auf inre Kom-
plexitat untersucht. Es geht hierbei um minimale Kantenv. lknotenmengen, die aus Gra-
phen entfernt werden mussen, so dass diese bestimmte Setawsgen erfullen. Insbeson-
dere werden wir zeigen, dass die formulierten Probleme dIRtindig sind.

Im letzten Teil dieser Arbeit fihren wir empirische StudmnBetrachtungen von Graphen
mit und ohne Pseudokanten durch.
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1 Grundlagen

1.1 Die RNA

1.1.1 Einleitung

Betrachtet man die heutigen Lebensformen, so ist allen gesaei, dass Desoxyribonu-
kleinsaure (DNA) oder Ribonukleinsdure (RNA als Trager der Erbinformation fungiert.
Die Information wird in allen Organismen, in einem komplexerozess, in eine Amino-
sauresequenz ubersetzt. Die Aminosaurekette faltet siginer dreidimensionalen Struk-
tur, dem fertigen Protein, welches anschlie3end die wgentiLebensfunktionen durchfiihrt
[SGM+89].

Lange Zeit wurde davon ausgegangen, dass die einzige bardér RNA darin besteht,
die in der DNA gespeicherten genetischen Informationemesaileiten, damit diese schliel3-
lich in Proteine Ubersetzt werden kdnnen. In diesem Bildtsted RNA also lediglich eine
Zwischenstufe auf dem Weg von der DNA zum Protein dar [RidO&¢ Annahme, dass
dies die einzige Aufgabe der RNA ist, wurde Mitte der achtzidghre widerlegt, als Tho-
mas Cech herausfand, dass RNA Molekile auch als Enzyme fengk&mnen [Cec86].
Spater entdeckte man immer weitere Funktionen, so dass died®N dem Schatten der
DNA heraustrat und ein wichtiger Bestandteil der Betrachémng der Biologie wurde
[Rid0O5, ZHO05].

Die Tatsache, dass RNA nicht nur Informationstrager, sandares der wenigen Mole-
kile ist, welches auch chemische Reaktionen katalysieran, Kédhrte sogar zu der Idee
einer RNA-Welt Hypothese [M0o005, Rid05]. In dieser Hypothes®l davon ausgegangen,
dass der Ursprung des Lebens in sich selbst replizierendén Mdektilen liegt, aus der
sich dann durch molekulare Darwinische Evolution komplex@ysteme entwickelt haben
konnten [Gil86, Joy91]

Somit ist klar, dass die RNA eine zentrale Rolle in lebendeteBedpielt und eine Viel-

Laus dem engl.: deoxyribonucleic acid
2aus dem engl.: ribonucleic acid



1. Grundlagen 2

zahl von Aufgaben in den verschiedensten biologischenrdosanhangen austibt. Eine Viel-
zahl von Beispielen findet man hierzu etwa in [BY93, FMS+83, GBROWS+88]. Es ist
bekannt, dass die Funktion der RNA sehr oft durch ihre radmaliStruktur festgelegt ist
[FHM+01, Fon02]. Die Analyse und Vorhersage der Struktur RIBA ist somit ein wich-
tiger Bestandteil der Untersuchung tber diese. Im Folgemgdren wir deshalb auf den
Aufbau der RNA genauer ein. Wir werden in den néachsten Abseimdiese Arbeit biolo-
gisch motivieren und sehen, warum es spannend und sineiolkann, sich mit der Struktur
der RNA mathematisch auseinander zusetzen.

1.1.2 Chemischer Aufbau der RNA

Die RNA ist ein einzelstrangiges, langkettiges Nukleinsguwlekll. Sie ist dabei aus vier
Bausteinen, den Nukleotiden, zusammengesetzt. Jedes Nigideotide besteht aus einem
Ribosemolekil (d.h. einem Zucker mit 5 Kohlenstoffatomeimem Phosphatrest und einer
der vier organischen Basen Adenin, Guanin, Cytosin und Ufabbildung 1.1) [SGM+89].
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Abbildung 1.1: Der Aufbau der vier Basen Adenin, Guanin, Cytesd Uracil [SGM+89]

Der Phosphatrest dient als Verbindung zwischen den Zualekiillen zweier benachbar-
ter Nukleotide. Er verbindet das 3’ Kohlenstoffatom des Riholekuls eines Nukleotids
mit dem 5’ Kohlenstoffatom des Ribosemolekiils des anderddddtids. Dieses Grundge-
rist wird auch Ruckgrat der RNA genannt. Eine schematischst&mng findet sich in der
Abbildung 1.2.

Allerdings passiert es in der Natur eher selten, dass die Rblaiazelne Kette von Nu-
kleotiden vorkommt. Vielmehr kdnnen sich Paarungen zvasathen Basen, die sich auf ein
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Abbildung 1.2: Schematische Darstellung der Ruckgrats dex [SGM+89]

und demselben RNA Strang befinden, mittels Wasserstoffenimkdungen ausbilden (Ab-
bildung 1.3). Diesen Prozess nennt man RNA Faltung. JedesBasebesteht aus einer
Purinbase und einer Pyrimidinbase. Es kdnnen sich hietbddasen Guanin und Cytosin,
Adenin und Uracil sowie Guanin und Cytosin paaren. Die ersgden Verbindungen nennt
man auch Watson-Crick Basenpaarungen, die letztere wird l&bBlasenpaarung genannt
[SGM+89]. In seltenen Fallen existieren auch andere Pgamrauf die wir aber nicht wei-

ter eingehen wollen [MUl06].
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Abbildung 1.3: Die Basenpaarungen AdenritJracil, Guanin— Cytosin und Uraci- Gua-
nin [SGM+389]

3aus dem engl.: wacklig, schwankend
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1.1.3 Primar-, Sekundar und Tertiarstruktur

Seitdem bekannt ist, dass die RNA nicht nur bloR3er Infornrmatiéiger zwischen DNA und
Protein ist, sondern auch andere wichtige Funktionen uenty ist die Analyse und Vor-
hersage der Struktur der RNA ein wesentlicher BestandteiUdégrsuchungen geworden.
Insbesondere wird dieser Sachverhalt dadurch untersti#tzs$ die biologische Funktion der
RNA sehr oft eng durch ihre rAumliche Struktur festgelegtis¢se wiederum wird durch
die Abfolge der Nukleotide bestimmt [FHM+01, Fon02, Sch99]

Wenn man von der Struktur der RNA spricht, so unterscheidetim&rimar-, Sekundar-
und Tertiarstruktur [Fon02, SGM+89]. Als Primarstruktarsteht man die unterste Ebene
der Strukturinformation der RNA. Sie bezeichnet die lingsléolge der Nukleotide mit den
jeweiligen Basen in 5’-3’- Richtung, aus der die RNA bestehufitfwird die Primarstruktur
auch als Nukleotidsequenz oder einfach nur als Sequenz dériRkkeichnet. Formal lasst
sich die Sequenz einer RNA nmtNukleotiden als ein Wort der Langeaus den Buchstaben
A,C,G und U, stellvertretend fiir die vier Basen, beschreiben.

Definition 1.1. [FHM+01] Eine RNA-Nukleotidsequenader kurzSequenzier Lange n ist
ein Wort Giber dem Alphabet = {A,C,G,U}, d.h.

s=s1...,€Ch={AC,GU}".

Wie schon erwahnt, tritt die RNA in der Natur selten als eingefette von Nukleotiden
auf. Vielmehr kbnnen sich Basenpaarungen bilden. Um die tiamkler RNA zu kennen,
muss man wissen, wie die raumliche Struktur der RNA ausdi#bse wird Tertiarstruktur
genannt. Allerdings sind die Beziehungen zwischen Sequedzaumlicher Struktur sehr
komplex [Sch99]. Die raumliche Struktur der RNA ist nur setimser vorherzusagen und
der gegenwartige Wissensstand uUber dreidimensional&t@temn von RNA-Molekilen ist
rudimentar [Sch99]. Man nutzt deshalb eine grob-aufgel8stukturversion, die so genann-
te Sekundéarstruktur. Dieses Modell listet nur Watson-Criokk Wobble Basenpaare. Die
RNA-Faltung ist ein Vorgang, bei dem die Sekundarstrukterrtiarstruktur wesentlich
beeinflusst [MU106]. Die Sekundarstruktur ist aber konmeyall viel einfacher und erlaubt
die Durchfiihrung einer strengen mathematischen Analydeguoi3skaliger Berechnungen
[FHM+01, Fon02, Sch99]. Zudem sind die Vorhersagen der RMRu8darstruktur verlass-
licher als diejenigen von vollen raumlichen Strukturem Sellt somit ein exzellentes Modell
zur Untersuchung der RNA zwischen theoretischer Fligsamkdiempirischer Zuganglich-
keit dar. Es sei bemerkt, dass die Sekundarstruktur eirldgisches Konzept ist. Sie sollte
daher nicht mit einer Art zweidimensionaler Struktur vecheelt werden [Fon02]. Es folgt
nun die formale Definition.
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Definition 1.2. [CLK+05] Sei a=a;...a5 € C, und 8 € N ein fest gewahlter Parameter.
Eine Sekundarstruktur Sest eine Menge geordneter Paafiej), mit1 <i < j <n, so dass
folgenden Eigenschaften erfillt sind:

1. Sei(i, ) € Sec= ajaj € # = {AU,UA,GC,CG,GU,UG}.

2. Sei(i, j), (k1) € Sec, dannist& k < j <1 nicht erlaubt.

3. Sei(i,j), (k) e Secund i (k,1) =i=kund j=1.

4. Sei(i,]) € Sec= j > i+ 0, mit 0 als fest gewahlten Parameter.

Die Menge % beschreibt die Regel, unter denen Paarungen moglich sindz\ete
Punkt formuliert die Tatsache, dass keine Pseudoknotenterkind , d.h. Kanten dirfen
sich nicht Uberkreuzen. Aus Punkt drei geht hervor, dass Rake in nur maximal einer
Basenpaarung auftreten darf. Die letzte Forderung ist @$tirrheit der Molektle zuriick-
zufuhren, d.h. zwischen zwei gepaarten Basen mussen mendéstingepaarte Positionen
existieren. Hierbei wird im allgemeingh= 3 gesetzt.

Primarstruktur

5-end GCGGAUUUAGCUCAGUUGGGAGAGCGCCAGACUGAAGAUCUGGAGGUCCUGUGUUCGAUCCACAGAAUUCGCACCA 3 onqg

o F-and Tertiarstruktur
Sekundar- 3
struktur 3
' 4
> )
g hood
,".\.71 '}\_Tk
20 A s LN
- :
0 t :‘:0 v 3
¥
3 %S
.5
e

Abbildung 1.4: Faltung der natiirlichen t-RNX:-Sequenz in ihre dreidimensionale Struktur.
Zuerst wird die Sekundéarstruktur durch die Bildung von Wat€wick und
Wooble Basenpaaren aufgebaut. Dann wird die sekundaret@tigedaltet,
um die volle dreidimensionale Struktur zu ergeben [Sch99].
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1.1.4 Spezielle RNA

Wie im vorangegangenen Abschnitt schon erwéhnt, wird diekffon der RNA durch ih-
re Struktur bestimmt. Spannenderweise gibt es RNA Sequedeesich in mehr als eine
Struktur falten kbnnen. Alternative Strukturen von ein wetselben RNA kénnen somit
vollstandig verschiedene Funktionen festlegen [BSR97, PB@8h nennt eine RNA mit
diesen Eigenschaften auch RNA switch. Einige Beispiele vesati speziellen RNA findet
man in der Replikation von Viren [GBP98, HWS+88, LSS+91]. WeitBeispiele in de-
nen die RNA in alternativen Strukturen vorkommen kann sirad tniypanosomatid protozoa
[HC93, HCU95], sowie in Escherichia coli and Bacillus subf{iB¥93, FMS+83, PGG92].
Mehr Uber die zunehmende Rolle von RNA switches kann man wkagiten [CSX+02,
GZ97, MBB+03] erfahren.

Betrachten wir auf der anderen Seite Aptamere. Ein Aptantezine kurze RNA Se-
quenz (i.d.R. 15-60 Nukleotide). Diese werdarvitro*, d.h. kiinstlich, mittels einem SE-
LEX (Systematic Evolution of Ligands by Exponential enn@nt) genannten Verfahren
gezielt hergestellt, um bestimmte Molekule spezifisch naén [ES90, TG90]. Die Fahig-
keit bestimmte Molekule, wie zum Beispiel Antibiotika, Pielet Proteine (z. B. Wachstums-
faktoren und bakterielle Gifte) oder organische Molekigeiglt zu binden [BKF95, DS02,
GBE+96, HP00, SSK+01, WS98], ertffnet fur diese molekularemk#euge viele Anwen-
dungsmaglichkeiten in der Diagnostik, in der Medizin unddier Forschung [AMS+99,
BK02, BVK+97, KBR99]. So treten Aptamere immer starker in Komkoz zu den klassi-
schen Antikorpern, da sie einige herausragende Eigerieahadsitzen, welche sie zu einer
echten Alternative machen [MUl06].

Zusammenfassend kdnnen wir sagen, dass im Fall der RNA sitd¢tkleotidsequenzen
existieren, die in der Lage sind, sich in verschiedene 8irek zu falten. Auf der anderen
Seite werden gezielt Sequenzen gesucht, die bestimmtet@8tno annehmen kénnen. Aus
diesen Betrachtungen ergibt sich eine natirlich motiviersgestellung:

Unter welchen mathematischen Voraussetzungen existikrgegebenen
Sekundarstrukturen eine einzelne Sequenz, welche mihdiesgatibel ist?

Es sei bemerkt, dass wir in dieser Arbeit nicht auf die Betiawd von Energiewerten ein-
gehen, sondern die Voraussetzungen unter rein mathehatiscosbesondere graphentheo-
retischen, Aspekten untersuchen werden. Fir unsere Betraggn stellen Graphen ein sehr

4at.: im (Reagenz)Glas
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natzliches Werkzeug dar, um Sekundarstrukturen zu visieadin. Deshalb werden wir im
nachsten Abschnitt genauer auf den Bedafpheingehen und verschiedene Sachverhalte
zu diesen klaren.

1.2 Graphen

Wie eben schon erwahnt, werden wir uns in diesem AbschnttiGraphen beschaftigen.
Im ersten Teil werden grundlegende Definitionen gegebemzweiten Teil werdemit Vor-
zeichen markierte Graphegenauer untersucht, da diese, wie wir spater sehen weiien, f
unsere weiteren Betrachtungen ein sehr nitzliches Werlaansgellen.

1.2.1 Grundlagen

Definieren wir zunachst formal die bendtigten Begrifflichkeai Diese sind bis auf wenige
Veranderungen aus [Die01] und [IKOO] entnommen.

Definition 1.3. Ein Graphist ein geordnetes Paar & (V,E) disjunkter Mengen mit \/ 0
und E als Teilmenge der Menge aller 1-und 2-elementigemégigen von V.

Die Elemente von V werden éfsioten(engl.verteX und die Elemente von E a&anten
(engl.edge} des Graphen G bezeichnet. Fir V schreiben wir au¢®Mund fur E auch
E(G), falls der Bezug zum Graphen G wichtig ist. Haufig benutzenwihalie Bezeichnung
Vj, fur V, wenn wichtig ist, das®/| = n.

Ein Knoten ve V heil3t mit einer Kante e E inzident wenn ve e gilt. Zwei Knoten
u,v €V heilReradjazentfalls eine Kantg{u,v} € E existiert.

Mit demKnotengraddeg(v), bezeichnen wir die Anzahl aller zu v inzidenten Kanten

Ein Graph G heiRendlichbzw.unendlich falls die Knotenmenge (&) endlich bzw. un-
endlich ist. Mit derLangeeines endlichen Graphen bezeichnen wir die Kardinalitat der
Knotenmenge.

Falls gilt, dass fur alle uv € V mit u# v eine Kantg{u,v} € E existiert, d.h. jeder Knoten
ist mit jedem anderen Knoten durch eine Kante verbunden, deiftt ¢ier Graph Grollstan-
dig.

Zwei Graphen G und G’ bezeichnet man mlemorph falls eine Bijektionp von V(G) in
V(G’) existiert, so dass gilt{ o(v), p(w)} € E(G) gdw.{u,w} € E(G)

Da wir im Nachfolgenden nur endliche Graphen betrachter&rerwird auf den Zusatz
endlichverzichtet. Weiterhin betrachten wir ausschlieBlich Geapfir die gilt:|e] = 2 fiir
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alle e € E. Da wir in den nachsten Abschnitten und Kapiteln sehr hauédeqgriffe Pfade
undZyklenverwenden werden, definieren wir diese nun.

Definition 1.4. Sei G= (V,E) ein Graph.

Eine Folge[vy,e1,Vz, €2, ..., Vn,en,Vnr1] Mitvi €V, e = {vj,Vi;1} € E heildtkantenzugnit
n Kanten. Wahlweise werden wir auch die Darstellng vo} ... {vn,Vni1} verwenden.
Ein Kantenzug hei3tveggdw. e # e; fur alle i # |.

Ein Weg hei3Pfadgdw. v # vj fur alle i # |.

Ein Pfad heiRZyklus gdw. i = Vp11.

Mit der Langeeines Pfades bzw. Zyklus bezeichnen wir speziell die Anealdahten aus
denen der Pfad bzw. Zyklus besteht.

Des Weiteren bendtigen wir die nun folgenden erklarten Bedreiter und Schleife

Definition 1.5. Sei G= (V,E) ein Graph mit der Knotenmenge¥ {1,...,n}, n€ N. Wir

bezeichnen eine Folge von Kantgnj},{i+1,j—1},...,{i+n, j—n} alsLeiterder Lange
n+ 1. Eine Folge ungepaarter Knoten, d.h. Knoten die keine Kanteleij der Formy{i,i +

1,...,i+n} bezeichnen wir alSchleife

Nachdem wir die grundlegende Definition eines Graphen gagkaben und verschiedene
Begrifflichkeiten erklart haben, schauen wir jetzt, was mateuder Partition eines Graphen
versteht. Die Partition von Graphen wird in spateren Betrtaufen von RNA Strukturen
einen wichtigen Stellenwert einnehmen.

Definition 1.6. [Die01] Eine Menge{V1,...,Vy} disjunkter Teilmengen einer Menge V ist
einePartitionvon V, falls{i_; Vi =V und \ # 0 fur jedes i€ {1,...,n}.

Sei r> 2 eine naturliche Zahl. Ein Graph & (V,E) heif3tr-partit, wenn eine Partition von
V inr Teilmengen existiert, so dass die Endknoten einenjé@te von G in verschiedenen
Teilmengen liegen, d.h. Elemente aus der gleichen Teilen@aiden nicht adjazent sein.

Ein 2-partiter Graph wird auctbipartitgenannt.

Ein sehr hilfreiches Lemma flr die spateren Betrachtungdalgendes. Der Beweis kann
in [Die01] nachgelesen werden.

Lemma 1.7. [Die01] Ein beliebiger Graph G= (V, E) ist bipartit < G enthalt keine Zyklen
ungerader Lange.
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1.2.2 Mit Vorzeichen markierte Graphen

Es wird sich in den spateren Kapiteln zeigen, dass mit Vohazi markierte Graphen ein

sehr nutzliches Werkzeug fir unsere Betrachtungen von tanten Shapes sein werden.
Deswegen werden wir auf diese speziellen Graphen im Foegegdnauer eingehen. Es sei
kurz erwahnt, dass die Motivation der mit Vorzeichen matkie Graphen der Analyse von

sozialen Netzwerken entspringt. Hierbei sind Psycholageht nur an einer binaren Re-

lation interessiert, d.h. ob sich verschiedene Individkemnnen oder nicht (diese kann mit
einfachen ungerichteten Graphen dargestellt werdenjlesaorauch daran, eine zusatzliche
Relation "mogen" oder "nicht-mogen" zwischen den Individumzsetzen. Diese Bezie-

hung wird realisiert, in dem die entsprechenden Graphen/amzeichen markiert werden

[Har54]. Geben wir nun die formale Definition.

Definition 1.8. [Har54] Ein S-GraphH = (G, ¢) ist ein mit Vorzeichen markierter Graph,
bestehend aus einem Grapher-GV, E) und einer Abbildung : E — {+1,—1}.

Die AbkUrzungS steht hier fur das englische Waigned

Definition 1.9. [Har54]Sei P= |v1,...,€n,Vn1] €in Pfad und C= [v4, ..., ey, V1] ein Zyklus.
Das Vorzeicheng (P) bzw.¢ (C) eines Pfades bzw. Zyklus wird durch das Produkt der Vor-
zeichen der Kanten auf P bzw. C definiert, @fP) := ], ¢ (&) bzw.¢ (C) ;=L ¢ (&).

Ein Pfad P bzw. Zyklus C wird afsositivbzw.negativbezeichnet, falls ihre VorzeichériP)
bzw.¢ (C) positiv bzw. negativ sind.

Definition 1.10. Ein S-Graph H= (V,E, 0) heil3tbalanciert falls alle Zyklen in H positiv
sind.

Man sieht aus dieser Definition leicht, dass ein S-Graphio#ét ist, falls keine Zyklen
mit einer ungeraden Anzahl von negativen Vorzeichen exet. Wir werden am Ende die-
ses Abschnitts den Beweis liefern, dass ein S-Gtdph (V,E, o) balanciert ist gdw. sich
die Knotenmeng¥® in eine Partition aus zwei Teilmeng®h undV, zerlegen lasst, so dass
alle Kanten die aus adjazenten Knoten innerhalb der jeyegilireilmengen bestehen positiv
markiert sind und Kanten aus adjazenten Knoten zwischenTdémengen negativ mar-
kiert sind. Um dies zu zeigen bendtigen wir zunachst folgdreimmata und Theoreme. Die
entsprechenden Beweise sind aus [Har54] entnommen.
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Theorem 1.11.[Har54] Ein vollstéandiger S-Graph H= (V,E, 0) ist balanciert< V lasst
sich in zwei disjunkte Teilmengen,V» zerlegen, so dass gilt:

1. VuVo, =V und

-1 ,fallsueV;undveV,
2. p({u,v}) =

+1 , sonst

Das heil3t, alle Kanten innerhalb einer Teilmenge sind positid Kanten zwischen
den Teilmengen sind negativ markiert.

Beweis. =>: SeiH = (V, E, 0) ein balancierter und vollstandiger S-Graph, sow&n be-
liebiger Knoten auy'.

Wir definierenvy .= {V} U{w| 3 e= {V,w} € E mit ¢ (e) = +1}, also als die Menge aller zu
Vv adjazenten Knoten, deren Kanten positiv sind zuziglioghd die Mengé/ :=V\V;. Of-
fensichtlich ist damit die erste Eigenschatft erflllt. Unmzaigen, dass die zweite Eigenschaft
gilt, muss man drei Falle unterscheiden:

e Seienu,w € V1. Zz.:u,w sind positiv adjazent.
Fallsu =V, so folgt die Behauptung nach Konstruktion der Mekge
Seien also nun,w # V. DaH vollstandig ist, existiert der Zykluév, u}, {u,w}, {w, v}
Nach Konstruktion vov; gilt, dassg ({V,u}) = ¢ ({V,w}) = +1. Da weiterhin der S-
GraphH balanciert ist, also alle Zyklen positiv sind, folgt dass Hante {u,w} positiv
ist.

e Seienu,w € V. Zz.:u,w sind positiv adjazent.
Auch hier gilt wieder wegen der Eigenschaften des S-Graphedass der Zyklus
{0, u}, {u,w},{w,V} positiv ist und dass nach Konstruktion vdpgelten muss
¢({V,u}) = ¢ ({V,w}) = —1. Da alle Zyklen irH positiv sind, muss die Kantgu, w}
positiv sein.

» Entsprechend zeigt man ffio,w} € E mitu € V1,w € V,, dass die zweite Eigenschaft
erfullt ist.

<=: SeiH = (V,E, 0) ein vollstandiger S-Graph und,, V> Zerlegungen vorY, so dass
alle Kanten zwischen Elementen ays i = 1,2 positiv adjazent sind, sowie Kanten die
zwischen Elementen ad undV, existieren negativ markiert sind. Jeder Zyklus innerhalb
einer Mengé/;, i = 1,2 ist somit positiv. Falls ein Zyklus zwischen Elementen\ausndV,
existiert, so muss es eine gerade Anzahl von Kanten gebenwichen den Teilmeng&h
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undV;, verlaufen, damit der Zyklus geschlossen wird. Folglichjasier Zyklus positiv und
somitH balanciert. O

Lemma 1.12.[Har54] Jeder Teilgraph eines balancierten S-Graphen ist balatcie

Beweis. Da jeder Zyklus im Teilgraphen auch ein Zyklus im balaner®-Graphen ist und
somit positiv ist, folgt die Behauptung. n

Theorem 1.13.[Har54] Ein S-Graph H= (V, E, 0) ist balanciert= fur alle Knoten yw € V
mit u+# w gilt: alle Pfade zwischen u und w tragen dasselbe Vorzeichen

Beweis. —>: SeienP;, P, zwei verschiedene Pfade dieundw beinhalten. Das Entfernen
gemeinsamer Kanten (sofern welche vorhanden sind) fuheirer Menge Kanten disjunk-
ter Zyklen. Jeder der Zykle@ besteht aus einem Teilpfad v&q, sowie vonP,. DaC positiv
ist, muss jeder dieser Teilpfade dasselbe Vorzeichen h&strachtet man nun alle Teilpfa-
de und alle gemeinsamen Kanten zusammen, #(8t) = ¢ (P).

<—: Da alle Pfade, di@i und w beinhalten, dasselbe Vorzeichen tragen, ist jeder Zyklus,
deru undw beinhaltet, positiv. Da weiterhin undw beliebig gewahlt werden kénnen, sind
alle Zyklen positiv. O

Theorem 1.14.[Har54] Ein S-Graph H= (V,E, 0) ist balanciert< V lasst sich in zwei
disjunkte Teilmengem\und \5 zerlegen, so dass gilt:

1. UV =V und

-1 ,fallsueViundveV,
2. ¢({uv}) =

+1 |, sonst
Beweis. =>: Wir erweiternH induktiv zu einem vollstandigen S-Graphetl. O.B.d.A.
kannH als zusammenhangend betrachtet werden. Seienujgtztwei beliebige nicht ad-
jazente Knoten au¥. Nach Theorem 1.13 gilt, dass alle Pfade, diand w beinhalten,
gleiches Vorzeichen tragen. Nun verbinden wir diese Knotach eine Kante, welche das
Vorzeichen all dieser Pfade tragt. Alle neue Zyklen, diectidas Verbinden der Knotenw
entstehen, sind somit positiv. Der auf diese Weise entstam@Graptd = (V,EU {u,w}, ¢’)
ist also balanciert. Nun wird mit dem S-Graphérebenso verfahren, bis wir einen vollstan-
digen S-Graphei’ erhalten. Induktiv folgtH’ ist balanciert. Da nach Theorem 1.11 die
Knotenmeng®/ von H’ wieder in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt werden kann runagh
H ausH’ durch einfaches Entfernen von Kanten &lierhalt, folgt die Behauptung.



1. Grundlagen 12

<—=: Wir werden den gegebenen S-Graplt¢mwieder zu einem vollstandigen S-Graphen
H’ erweitern. Dazu nehmen wir zwei beliebige nicht adjazentet&nu, w ausV. Falls die-
se Knoten in der gleichen Teilmenge liegen, verbinden warKinoten mit einer positiven
Kante. Falls die Knoten aus verschiedenen Teilmengen singgrbinden wir sie durch eine
negative Kante. Da die Knotenmenge ‘himmer noch in zwei disjunkte Teilmengen zer-
legt werden kann, gilt nach Theorem 1.11, dd$salanciert ist. Aus Lemma 1.12 folgt nun

die Behauptung. m
1 - 2 - 3
+
- 7 +
+ -
4 * 5 i 6

Abbildung 1.5: Beispiel eines balancierten S-Graphen mitRigtitionV, = {1,3,6} und
Vo ={2,4,57}.

Somit haben wir gesehen, dass sich die Knotenmenge batem&@eGraphen in zwei dis-
junkte Teilmengen zerlegen lasst, so dass zwischen dieskenehgen nur negativ markierte
Kanten verlaufen und positiv markierte Kanten nur aus Kmat@erhalb der entsprechen-
den Teilmengen bestehen. Dieses Wissen wird uns flr Bewesggteren Kapiteln sehr von
Nutzen sein.

Am Ende dieses Abschnitts werden wir noch folgendes hidfreiLemma beweisen.

Lemma 1.15. Ein beliebiger Graph G= (V, E) ist bipartit & der S-Graph H= (G, ¢) mit
¢ (e) = —1V ec E ist balanciert.

Beweis. = SeiG = (V, E) bipartit. Nach Definition 1.6 existiert eine Partition dend<
tenmengeV in zwei disjunkte TeilmengeN; und V5, so dass fur alle Kanten aus die
Endknoten in verschiedenen Teilmengen liegen und insloeserlemente aus der gleichen
Teilmenge nicht adjazent sind. Setze aj§@) = —1 fiur allee € E. Nach Theorem 1.14 ist
H balanciert.
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<—: DaH balanciert ist und somit nach Theorem 1.14 eine ZerlegumgWm zwei dis-
junkte Teilmengev; undV; existiert und weiterhigp (e) = —1 fur allee € E ist, existieren
keine adjazenten Knoten innerhalb einer Teilmenge. Sait@ bipartit. n

1.3 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel nicht nur die notwendigen unddbigten Begrifflichkeiten
zu Graphen erklart, sondern auch etwas uber den Aufbau en8tdiktur der RNA erfah-
ren. Wir haben die Frage motiviert, unter welchen Vorazss®jen zu mehreren gegebenen
Sekundarstrukturen eine einzelne Sequenz existiertweto diesen kompatibel ist. Um
diese Frage beantworten zu kdénnen, haben wir verschiedeyrdf8aler Graphentheorie
definiert und sind hierbei u.a. genauer auf die mit Vorzeiaiarkierten Graphen eingegan-
gen. Wenden wir uns nun im nachsten Kapitel der DarstelleamgSekundarstrukturen, einer
erweiterten Darstellung, sowie dem Begriff d&galisierungzu.



2 Shapes und realisierende
Sequenzen

Wir haben in den vorangegangen Kapiteln die notwendigenitledikeiten der Sekundar-
struktur kennengelernt und sind detailliert auf Graphesbésondere mit Vorzeichen matr-
kierte Graphen, eingegangen. Es stellt sich nattrlich dige; wieso wir dies so ausfiuhrlich
behandelt haben. Die Antwort ist einfach. Wir werden dieuselérstruktur der RNA mit der
Hilfe von Graphen darstellen. Es sei bemerkt, dass es mgmualdiese eine Reprasentati-
on der Sekundarstruktur gibt. Ein Beispiel dafir ist die Behsng als Klammerausdruck.
Diese ist in der Abbildung 2.1 rechts unten dagestellt. Daiwiden folgenden Kapiteln
nur diese beiden Reprasentationen benoétigen, wollen wiwatiere auch nicht eingehen.
Zusatzliche Beispiele verschiedener Darstellungen findet ma. in [Fon02].

2.1 Reprasentation der Sekundarstruktur durch Shapes

Wir werden uns nun naher mit der Repréasentation von einer imehreren Sekundarstruk-
turen als Graphen beschatftigen und hierfur die BegBfi@pesind Shapegraphegenauer
erlautern. Die folgenden Definitionen sind, bis auf weniges@#ahmen in leicht abgewandel-
ter Form, aus [CLK+05] und [FHM+01] enthommen.

Definition 2.1. Ein Shapé S mit Lange n ist ein Graph S (Vy,, E) mit der Knotenmenge
Vh = {v1,...,Vn} und einer Menge E unabhéngiger Kanten, so dass fur alle
{Vi,Vj }i<j, {Vi; M }k<1 € E niemals die Ungleichung< k < j < | erfulltist, d.h. Pseudokno-
ten sind nicht erlaubt.

Die Voraussetzung unabhéngiger Kanten beschreibt die da¢salass jede Base nur in
maximal einer Basenpaarung auftreten darf. Somit ist eap8leine graphische Darstellung
der Sekundarstruktur. Der Paramet@rspielt in unseren Betrachtungen keine weitere Rolle.

Laus dem engl.: Form, Gebilde
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Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass alle Shapes dens@ltif®e die gleiche Knoten-
mengeV, besitzen. Die Abbildung 2.1 zeigt verschiedene Mdglictéwedie Sekundarstruk-
tur als Graph darzustellen.

A A B

U—-A
A . Ar—e
é Al U

C.—G

Abbildung 2.1: Mdgliche Darstellungen ein und derselbekuddarstruktur. A: Typische
Darstellung der Sekundarstruktur. B: Kreis- und Geradeédsgmtation der
Sekundarstruktur. Es sei erwahnt, dass die grauen Kantestizmnm Nu-
kleotiden nicht als Kanten gewertet werden, sondern sieau¥isualisie-
rung des Ruckgrats der RNA dienen. C: Klammernotation. Hiesteien
die Punkte fur ungepaarte Positionen und zusammengeh{iaganern be-
schreiben die Positionen, welche gepaart sind.

Definition 2.2. Mit SHAPE, = {Shape: Shape der Langé wird der Raum aller Shapes
der Lange n bezeichnet.

Definition 2.3. Zu gegebenen Shapesg S.,S € SHAPE, k € N definiert man den Gra-
phen GS,...,S) = G(Vh, UK ,E(S)). Dieser wird alsShapegrapbezeichnet.

Ein erklarendes Beipiel ist in Abbildung 2.2 zu sehen. Bei tgrsBetrachtungen werden
Mehrfachkanten nur als eine Kante gezahilt.
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S s,
10 10
— .
\
.\15 4 15
5\. 5
T

Abbildung 2.2: Oben: Kreisreprasentation der Shapesnd $. Unten: durch das Verei-
nen der Kantenmenge der Graph®&nund S erhéalt man den Shapegra-
phenG(S;,S). Kanten, die nur inS; liegen, sind rot, Kanten, die nur in
S liegen, sind grin und Kanten, die in beiden Shapes liegad, sthwarz
markiert. Mehrfachkanten werden in dieser Betrachtung teueiae Kante
gezahlt. Unten rechts: Pfade sind blau und Zyklen sind rkégezeichnet
[FHM+01].

2.2 Bedingungen fur die Realisierung von Shapes

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie wir die Sekustédktur mittels Graphen visua-
lisieren. In den vorangegangenen Kapiteln haben wir festfje unter welchen Paarungs-
regeln sich eine RNA-Nukleotidsequenz falten kann. Wir maie Sekundarstruktur als
eine Menge von Basenpaarungen betrachtet, die bestimmaedgetzungen erfillt. Offen-
sichtlich gibt es mehr als eine Sequenz, die sich, unter dealgsetzung der Paarungs-
regel Z = {AU,UA GU,UG,CG,GC}, in eine gegebenen Struktur falten kann. Wir wol-
len uns nun der Frage zuwenden, unter welchen mathematis@hhaussetzungen zu gege-
benen Shapes, welche entsprechende Sekundarstruktatgtisieren, eine einzelne RNA
Sequenz exisitiert, die sich unter der Regglin diese falten kdnnte. Falls diese Sequenz
existiert, so bezeichnen wir die gegebenen Shapes dursé 8equenz algalisiert Es sei
nocheinmal erwahnt, dass wir in unsere Betrachtung keinegi&awvgerte mit einfliel3en las-
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sen. Das heil3t, wenn wir davon sprechen, dass sich eine@eanter der Paarungsreg#l

in eine bestimmte Struktur falten kdnnte, so meinen wir damallgemeinen keine Struktu-
ren mit minimalen freien Energien. Formal bezeichnen wieeleichenkette, die gegebene
Shapes gleicher Langealisiert, wie folgt.

Definition 2.4. Eine Zeichenkette oder Sequenz s;...s, € {A,C,G,U}" realisierteinen
Shape S der Lange® V{vi,vj} € E(9) qilt: sisj € Z = {AU,UA,GU,UG,CG,GC}, d.h.
dass die Buchstaben an den zugehorigen Positionen i ungprechend der Paarungsregel
gewabhlt sind.

Es sei bemerkt, dass wir im Folgenden, wenn wir von der Realisg gegebener Shapes
sprechen, ausschlie3lich den Begriff der Realisierung audeteebengenannten Definition
2.4 meinen, sofern nicht explizit etwas anderes erwahrd.vié@s ergibt sich nun aus dieser
Definition das folgende Problem.

Problem 2.5(RealisierungsproblemXonstruiere fur beliebige Shapes,S ., S der Lan-
ge n eine Zeichenkette=ss; ...s, € {A,C,G,U}", so dass alle Shapes durch diese eine
Zeichenkette realisiert werden.

Naturlich stellt sich zunachst die Frage, unter welcheraMesetzungen eine solche Se-
guenz uberhaupt existieren kann. Beantworten wir diesesFragachst fur zwei Shapes mit
Hilfe des Intersection Theorerhs

Theorem 2.6(Intersection Theorem)RSS97a, RSS971%eien $ S zwei beliebige Sha-
pes der Lange n. Weiterhin bezeichngSRdie Menge aller Sequenzen, die den Shape S
realisieren. Es gilt:

R(S)NR(S) # 0

Ein kurzer gruppentheoretischer Beweis findet sich in [RSSB%&S97b]. Ein alternati-
ver Beweis kann in [FHM+01] nachvollzogen werden. Das Irgetisn Theorem beschreibt
somit die Tatsache, dass zu zwei beliebigen Sh&asmd S, der Langen, welche ent-
sprechende Sekundarstrukturen visualisieren, immer 2aiehenkette existiert, die bei-
de Shapes realisiert. Im allgemeinen ist es jedoch nichtemmoglich drei oder mehr
Shapes durch eine einzelne Zeichenkette zu realisieren. ddaachte als Gegenbeispiel
die Shapes;,S,Ss der Lange 3 mils = {v1,Vv2,v3} und ihrer jeweiligen Kantenmenge
E(S1) = {{v1.v2}}, E(S2) = {{V2.Vs}}, E(Ss) = {{v1.Vs}} in Abbildung 2.3.

Es ist klar, dass eine Sequenz, die alle Kanten der Shapeserauch alle Kanten in
dem entsprechenden Shapegraphen realisiert.

2Schnittmengen Theorem
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Vi Vi Y
ol a G(s,S,S)
Y
szm —>
¥ v
s,

Abbildung 2.3: Drei Shapes, die sich nicht durch eine emz&eichenkette realisieren las-
sen.

Y

X

Abbildung 2.4: Um eine realisierende Zeichenkette zu koiesten beginnt man mit
einem beliebigen BuchstabeX € {A,C,G,U}, fir die darauffolgende
Kante wahlt man einen weiteren Buchstab¥n so dassXY € % =
{AU,UA GU,UG,CG, GC}. Offensichtlich gibt es keine Mdglichkeit in die-
sem Beispiel die dritte Kante zu realisieren.

Somit kbnnen wir anstatt der Frage:

"Unter welchen Voraussetzungen existiert eine Sequenalldigegebenen Shapes
realisiert?"

auch folgende Frage stellen:

"Welche Voraussetzungen mussen an den Shapegrapheiit gestén, so dass eine
Sequenz existiert, die alle gegebenen Shapes realisiert?"

Betrachten wir nun also, welche Eigenschaften der Shape@é$,, . ..,S) aufweisen
muss, damit die entsprechenden Sh&fes ., S der Langen durch eine einzelne Zeichen-
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kettes € {A,C,G,U}" realisiert werden kénnen. Wie das Generalized Intersectioeo-
ren? zeigt, wird die Realisierung von mehr als zwei Shapes dannnumddann méglich
sein, wenn alle Zyklen, die im Graph&XS,,...,S) enthalten sind, gerader Lange sind.
Es sei erwdhnt, dass wir nicht das gesamte Theorem benesoratern nur den flr unsere
weiteren Betrachtungen notwendigen Punkt. Das vollsténd@igeorem kann in [FHM+01]
nachgelesen werden. Der Beweis ist in kurzer Form und aus ffH}entnommen.

Theorem 2.7 (Generalized Intersection Theoren8eien §,...,S beliebige Shapes der
Lange n. Weiterhin bezeichng® die Menge aller Sequenzen, die den Shape S realisie-

ren. Es gilt:
k

(R(S) #0 < G(Sy,...,S) ist bipartit.

i=1
Beweis. <: Wenn der Grapl&(Sy, . . ., &) bipartit ist, so exisitiert eine Partition der Kno-
tenmengeV in zwei disjunkte Teilmengel; und V,, so dass innerhalb einer Teilmenge
keine zueinander adjazenten Knoten existieren. Demzaififgnnen wir einen beliebigen
BuchstaberX € {A ,C,G,U } fur entsprechende Positionen in der Zeichenkette fur die-Kn
ten der einen Partition wahlen. Fir die Positionen der Kmaoter anderen Partition wahlt
man einen Buchstabéhe {A,C,G,U }, so dasXY € # = {AU,UA GU,UG,CG,GC}

—: Nach Lemma 1.7 gilt, dass ein Graph dann und nur dann bipstitivenn in dem
Graph keine Zyklen ungerader Lange existieren. Deswegedeneavir zeigen, dass unge-
rade Zyklen nicht durch das Alphabgh C,G,U } mittels der Paarungsregé# realisiert
werden kdnnen. Betrachten wir den Graphen

A-U-G-C.

Wenn wir eine Zeichenkette fur einen beliebigen Zyklukonstruieren wollen, so missen
wir den Kanten in dem ebengenannten Graphen folgen. Wenmwieinem beliebigen
BuchstaberX € {A,C,G,U } beginnen, so kann sich dieser folglich erst nach einer gerad
Anzahl von Kanten entlang des Zyklus wiederholen. DiesisBhlauch mit ein, dass man
X wieder erreicht, nachdem man alle Kanten des Zyklus dunftahat. Ungerade Zyklen
koénnen demnach nicht durch eine Zeichenkette realisierieve woraus die Behauptung
folgt. ]

Folgende Schlussfolgerungen kdnnen wir aus diesem Thezisdran.

3Allgemeines Schnittmengen Theorem
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Korollar 2.8. Mit Hilfe des Lemmas 1.7 erhalt man:

* Beliebige Shapes;S.., S gleicher Lange kdnnen realisiert werdes der Graph
G(Sy,. .., &) enthalt keine Zyklen mit einer ungeraden Anzahl von Kanten.

Da bei einer Bipartition der Knotenmenge keine adjazenterté&nmnerhalb einer der bei-
den Teilmenge existieren, gilt des Weiteren:

» Beliebige ShapesS.., S gleicher Lange n kénnen durch eine Sequenz
se {A C,G,U}" mit der Paarungsrege#s realisiert werden= die Shapes ..., &
konnen durch eine bindre Zeichenkette realisiert werderif®n 2.9).

AONFAN,
A A4S

Abbildung 2.5: Darstellung eines Shapegraphen mit siebamtdf. Die Zyklen ungerader
Lange sind jeweils rot gekennzeichnet

Definition 2.9. Eine bin&are Zeichenkette=ss; ...s, € {0,1}" realisiert einen Shape S der
Lange n& YV {vi,vj} € E(S) gilt: s # 5

Da eine Zeichenkette Uber dem AlphaHét C,G,U} dann und nur dann die Shapes
Si,. .., & realisieren wird, wenn eine binére Zeichenkette diese &hegalisiert, kann man
das Realisierungsproblem vereinfachen.

Problem 2.10(binéres Realisierungsproblenfionstruiere fur beliebige Shapes.S ., S
der Lange n genau eine binare Zeichenkettes ... s,, SO dass alle Shapes realisiert wer-
den.

Betrachtet man jetzt den Graph&iS,,...,S), so gilt auch fur diesen, dass die Shapes
dann und nur dann von einer binaren Zeichenketaalisiert werden kdénnen, wenn fir alle
Kanten{vi,vj} € G(S,...,S) gilt: 5 #s;.

Im Folgenden wird der Grapls(Sy,...,S) als realisiert oder realisierbar bezeichnet,
falls die entsprechenden Shags. .., S durch eine einzelne Zeichenkette nach Definition
2.4 bzw. 2.9 realisiert werden kénnen.
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2.3 Erweiterte Shapes und Pseudokanten

Wir werden in diesem Abschnitt die Menge der Sequer@&), die einen gegebenen Shape
Srealisieren, durch das Erstellen neuer Paarungsregedaifiggeren. Warum wir dies tun
wollen, sollen die Beispiele in Abbildung 2.6 und 2.7 zeigenAbbildung 2.6 ist ein sehr
einfacher Shape mit sieben Knoten und einer Kanten zu s&leamaogliche Zeichenkette,
die diesen Shape realisiert ist etwa- AACCCUU. Allerdings ist zu erkennen, dass diese
Zeichenkette auch die unteren beiden Shapes in dieserdiinlgilrealisiert. Es sei erwahnt,
dass ein Shape ohne Kanten von jeder beliebigen Zeichenkettisiert werden kann, wes-
halb wir diesen trivialen Fall nicht in dieser Abbildung dastellt haben.

Shape,

AL A C C C U U madgliche realisierende
Zeichenkette

Zeichenkette
realisiert auch

Shape, Shapes

Abbildung 2.6: Beispiel einer Zeichenkette, welche die dimjebildeten Shapes realisiert.

Sehen wir uns ein etwas komplizierteres Beispiel an, welamesbbildung 2.7 darge-
stellt ist. Es ist links ein Shape zu sehen, zu dem eine Zelaite gesucht wird, die diesen
realisiert. Eine mogliche Sequenz ist in der Mitte der Atdbilg zu sehen. Diese Sequenz
realisiert aber auch den Shape rechts in der Abbildung 2rAviMm ersten Kapitel erfahren
haben, ist die Funktion der RNA sehr eng mit ihrer Struktukmé@pft. Demzufolge kann es
winschenswert sein, Sequenzen zu finden, die nur bestinttdi®en annehmen kénnen
bzw. bestimmte Strukturenicht annehmen kénnen. So kann es erstrebenswert sein, Lei-
tern von Kanten zu restriktieren, um zum Beispiel bestimnui@éSfen zu erhalten. In dem
bisherigen Realisierungsbegriff wurden nur Kanten, d.a.g#paarten Positionen der Se-
kundarstruktur beriicksichtigt. Den ungepaarten Knotesine eher passive Rolle in diesem
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5-end
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3’-end

Abbildung 2.7: Links ist ein Shape zu sehen, zu dem eine 2eicktte gesucht ist, welche
diesen realisiert. Ein mogliche Sequenz ist in der MitteAlgsildung zu se-
hen. Allerdings realisiert diese Zeichenkette auch demp&hachts im Bild.

Kontext zugefallen. Nutzen wir also die durch diese Betnaatptresultierende Mdglichkeit,
auch Bedingungen an Knoten, die bisher keine Kante gebiktsti zu knipfen und somit
auch diesen Knoten Bedeutung zukommen zu lassen, um ldizteddn Realisierungsbe-
griff zu restriktieren, mit dem Ziel Sequenzen zu finden,sdrekturerhaltender sind, als die
bisherigen.

Um dies zu verwirklichen werden wir zunachst neue Kantesali Pseudokantenennen
werden, in die Shapes einfiigen, um danach einen neuen Realigsbegriff zu modellieren.
Das Vorgehen kann wie folgt formal beschrieben werden.

Abbildung 2.8: Beispiel eines Shapes in den Pseudokantetz@sirden (Strichlinien), um
bestimmten Positionen zu verbieten, Paarungen einzugehen
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Definition 2.11. Sei S= G(Vn, E) ein Shape der Lange n mit der Kantenmend&E= E
und sei V(S) = {v; € Vi, | #vj € Vi, so dass(vi,Vj} € E(S)}, d.h. die Menge aller Knoten,
die keine Kanten bilden.

Jetzt werden beliebige Knotenwy, € V/(S), durch neue Kanten verbunden.

Das verbinden der Knoten mit neuen Kanten ist aber eingeskhgiuf die Tatsache, dass
die Eigenschaften eines Shapes fur S erhalten bleiben mitsée Pseudoknoten sind nicht
erlaubt und fur alle Knoten & V,, ist der Knotengrad dey) < 1.

Diese eingefuigten Kanten werdeseudokantegenannt.

SeiE(S) die Menge aller eingefugten Pseudokanten in S. Der aus dexpeS& hervor-
gehende GrapB= (Vi,, E(S),E(9)) := (Vn, E := E(S)UE(S),y) mit

y:E—{0,1}
so dass
Vi) = {0 , falls{vi,vj} € %(S)
1, falls{vi,vj} € E(S)

wird als Shapeerweiterungon S oder auclkerweiterter Shapbezeichnet.

Es sei bemerkt, dagskeine Gewichtsfunktion ist, sondern nur der MarkierungKiemten
als Pseudokanten und regularen Kanten dient.

Definition 2.12. SeierS, = (V. E(S1),E(S1)) ,-.., Sc= (Vh, E(S),E(S)) die aus den Sha-
pes 3, ...,S hervorgegangenen Shapeerweiterungen . Der Gra(ﬁa,G. ) ,§<) ist definiert
als (V,E,E) := (Vn,E := U, (E(S) UE(S)), ) mit
y:E —{0,1,2}

so dass

0 ,falls{vi,vj} € E\ UK (E(S))

y({vi,vi}) =91 |, falls{v,vj} € E\ UK (E(S))
2 ,sonst

Falls y({v,w}) = 2, d.h. es existieren Kantefv,w) € E(S) N E(Sy), so bezeichnen wir
diese alsUberlagerungDes Weiteren werden wir diesen Graphen 3tsapegraphen erwei-
terter Shapebezeichnen.
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Zur Vereinfachung werden wir varegularen Kantersprechen, wenn gilg(e) = 0, sowie
weiterhin vonPseudokanterfalls y(e) = 1 . In den folgenden Abbildungen werden fur die
vereinfachte Darstellung reguléare Kanten mit durchgemaege.inien und Pseudokanten mit
Strichlinien dargestellt (Abbildung 2.9).

Bisher wurden Mehrfachkanten als eine Kante betrachtes Wiel auch im Weiteren so
bleiben, ebenso werden Mehrfach-Pseudokanten als eidélgdganten in der Schnittmen-
ge von regularen und Pseudokanten werden als zwei versri@éetrachtet. Wir bezeichnen
diese Form von Kanten alsberlagerung

v=0 regulére Kante

=1
¥ Pseudokante . _______.

. Y=2 | Uberlagerung w---——- .

Abbildung 2.9: Darstellung von regularen Kanten, Pseudts@ und Uberlagerungen in
Shapes und Shapegraphen erweiterter Shapes

2.4 Realisierung erweiterter Shapes

Nachdem wir nun die Shapes mit Hilfe von Pseudokanten esvtdiaben, konnen wir den
Realisierungsbegriff restriktieren. Der Einfachheitleatvollen wir diese Spezifizierung zu-
nachst fur binare Zeichenketten vornehmen.

Definition 2.13. Eine binare Zeichenkette=ss; ... s, € {0,1}" realisiert einen erweiterten
ShapeS der Lange n—>
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1. V{Vi,Vj} € E(§) gilt: sj # s, d.h. $s) € # := {01,10}.
2. V{Vi,Vj} € E(S) gilt: sj =sj, d.h. $sj € Hpsk := {00,11}.

Wie folgendes Beispiel zeigt, gilt das Intersection Theo(@hmeorem 2.6) fir zwei Sha-
peerweiterungen entsprechend nicht mehr. Man betracttesiilen erweiterten Shapss
und S in Abbildung 2.10 mit der Menge regulérer KantBiS;) = {{vi,vj}}, sowie der
Menge von Pseudokant&{Sy) = {{vi,vj}} .

§

’S/)>

reguldre Kante : s; # ;

PseudoKante : §; = sj

Abbildung 2.10: Beispiel, in dem fur zwei erweiterte Shapesmé& Sequenz gefunden wer-
den kann, die beide realisiert.

Auch hier wird schnell klar, wenn eine binare ZeichenketeeKanten aller erweiterten
Shapes realisiert, so realisiert sie auch alle Kanten in8leapegraphen erweiterter Shapes.
Allerdings benétigen wir neue Voraussetzungen an den $inapken erweiterter Shapes,
so dass die entsprechenden Shapeerweiterungen durchirzeine binare Zeichenkette
realisiert werden konnen. Dafur benoétigen wir die folgeimgdinition und die folgenden
Lemmata.

Definition 2.14. Ein ZeichenwechsdIndet in einer binaren Zeichenkettg. s. s, statt, wenn
gilt: si #s11, i € {1,...,n—1}.

Lemma 2.15. Fur einen Pfad [vi,€1,...,Vn, €n,Vnt1] Ohne Pseudokanten und eine binére
Zeichenkette s 5;...5,.1, die den Pfad realisiert, gilt:

1. Ins=s;...S+1 finden n Zeichenwechsel statt.

2. Der Pfad ist

e geradelLange n& Sp = Sy
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* ungeradeténge N S; # Syl

Beweis. Da per Definition gilt's # 5.1 Vi € 1,...,n, folgt Behauptung 1.

Da gilt s # s und s; = s3, sowies € {0,1}Vi = 1,....n, folgt per Induktion:s; # Sy
und s; = Sy flr k € N. Insbesondere besteht ein Pfad mit 1 = 2k Knoten aus einer
ungeraden Anzahl regularer Kanten, sowie ein Pfadmaitl = 2k+ 1 Knoten aus einer
geraden Anzahl regularer Kanten. Somit folgt die zweite Behang. m

Lemma 2.16.Sei s=s;...$, eine binare Zeichenkette, die die erweiterten Sh&,es. .S
des Graphen @5, ..., %) realisiert, so gilt: § = 5. 5 mit

0 ,falls s=1
1 ,falls =0

Cc

S:

realisiert die erweiterten Shap&, ..., S

Beweis. Da durch die Vertauschung véff und’0’ die Bedingungen is® fiir die Realisie-
rung erhalten bleiben, folgt die Behauptung. O

Unser Ziel wird es sein herauszufinden, unter welchen VVeetaangen mehrere erweiter-
te Shapeél,...,i durch eine einzelne binare Zeichenkette realisiert wekdemen. Um
dies zu zeigen bendtigen wir jedoch vorher das nachste Lemma

Lemma 2.17.Sei GS,$) der Graph zweier erweiterter Shapes und seiKKjy,... K}
die Menge aller zusammenhangenden Komponenten des Graphén E die Menge der
Kanten des Elementes KK, i = 1,...,l. Seien weiterhirg; : E; — E; beliebige Permuta-
tionen auf der Menge der Kanten des Elementes K, i = 1,...,1 und G der durch diese
Permutationen aus (;,$) hervorgehende Graph, so gilt:

G(S1,$) lasst sich realisierers G’ lasst sich realisieren

Beweis. Seis=g5; ...s, eine binare Zeichenkette, die den Grapﬁ}éél, éz) realisiert. Falls
fur allei = 1,...,I die Permutationew; ausschliel3lich regulare Kanten auf regulére Kan-
ten bzw. Pseudokanten auf Pseudokanten abbilden, sdedalie Zeichenketts auchG/,
da fur allevi,vj € V, die vorher durch regulare Kanten bzw. Pseudokanten veemwa-
ren, auch jetzt noch gilt, dass sie durch regulare Kanten Bgeudokanten verbunden sind,
demzufolge muss vorher wie nachher gelies# sj bzw.s = s;.

Also bleibt der Fall zu betrachten, dass regulare KanterPseudokanten vertauscht wer-
den. Da nach Definition 2.11 der Grad der Knoteii5;, $) maximal 2 ist, folgt, dass die
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Elemente au¥ entweder Pfade oder Zyklen sind. Insbesondere sind alladfiee auk
paarweise verschieden, d.h. sie besitzen keine gemeindénuten oder Kanten. Es genuigt
also die Behauptung fir ein beliebigés= [vi,,&,,...,6,,,Vi,] € K zu zeigen, da sich jede
Permutation der Kanten a&s= {g,,...,&,,} ausschlieBlich auf die Umgestaltung der Teil-
sequens=s, ...s,, der urspriinglichen binaren Zeichenketamuswirkt, umG($;,$;) nach
der Permutation mit der ersetzten neuen Teilseqsenaz ] ... 5  zu realisieren.

Sei alsK; = [vi,,&,,...,86,, Vi, ein beliebiges Element akksunds=s; ...s,, die zuge-
horige Teilsequenz der realisierenden Zeichenleeien Weiterhimaij = {Vi,»,Vi,-H}, &, =
{vij,,vij,ﬂ} € Ei zwei zu vertauschende Kanten (0.B.d.A.iget ij). Im Folgenden wird ge-
zeigt, dass die aus der urspringlichen Teilseqedrevorgehende Zeichenkette

S’:sl...sjgcm...sicj,sj,ﬂ...sm

mit
0 ,fallsg=1
g =
1 ,fallsg=0
,farallel =ij1,...,ij eine Realisierung fii; € K nach dem Vertauschen der beiden Kan-

tene;, undaj/ ist.

Sei nune; = {vi;,Vi,,,} eine regulare Kante (bzw. Pseudokante). Demzufolge gisd

S; # S, (bzw.s; =5 ;) . Nach dem Vertauschen der regularen Kante mit der Psendoka
te (bzw. der Pseudokante mit der regularen Kante) mussnggfte s, (bzw.s; #s,,,),
ersetze a|St$j+1 durchgcjﬂ. Daraus folgend missen nun auch fir den unveranderten Teil-
pfad [vim,...,vij,] alles (I =ijy2,...,iy) durchs’ ersetzt werden, damit die Bedingungen
an die binare Zeichenkette, die diesen Teilpfad realisetalten bleiben (Lemma 2.16).
Da vor der Vertauschung gals;,]_, =S, (bzw. S #+ S
setzt wurde, gilt nursfj, #S,.,, (bzw. %Cj, =s,,,). Dies ist die gewlnschte Forderung

) und dannsj, durch sfj/ er-

an die nun ersetzte regulare Kante (bzw. Pseudokamlteéc {vij,,vij,+1}. Also realisiert
g = sl...sjsfm...sfj/sj,ﬂ...sm das gewahltd; € K. Da jede Permutatioa; der Kanten
eines beliebige; € K durch die endliche Hintereinanderausfiihrung von Vertausgen
erzeugt werden kann, folgt die Behauptung. Die Ruckrichtweigtznan analog. O

Dies gilt im allgemeinen nicht fur den Graph@mél, . .,§<) falls der maximale Knoten-
grad maxdegv) > 2, wie das Beispiel in Abbildung 2.11 zeigt.

Schauen wir jetzt unter welchen Voraussetzungen mehr adsewweiterte Shapes reali-
siert werden kdnnen.
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1 N
0 * 0 1
1 1 0

Abbildung 2.11: Links: Shapegraph erweiterter ShapesateKanten nicht durch eine ein-
zelne binare Zeichenkette realisiert werden kdnnen. Rellaish der Per-
mutation der Kanten sind die erweiterten Shapes durch andedZeichen-
kette realisierbar.

Theorem 2.18.Beliebige erweiterte Shapé§, ..,Scder Lange n kdnnen von einer binaren
Zeichenkette realisiert werdes

1. E(S)NE(Sn) =0mitl #me {1,...,k}, d.h. es exitieren keine Uberlagerungen und

2. der Graph Qél, . ,ék) enthalt keine Zyklen mit einer ungeraden Anzahl von regula-
ren Kanten.

Beweis. = (Beweis durch Widersprugh

SeienS,, . .., S realisiert durch die binare Zeichenkegte: s; . ... s

Nehmen wir an, es existiert ein Kanfe,vj} € E(S)NE(Sy) mitl #me {1,...,k}, dann
muss geltens # s; fur die regulare Kantgvi,vj} € E(S¢) und auchs = s; fur die Pseudo-
kante{vi,vj} € E(S), woraus der Widerspruch folgt.

Nehmen wir nun an, es existiert ein ZyklGs= |vi,,€; ..., Vi,,, &, Vi,] ohne Uberlagerun-
gen der Langen mit einer ungeraden Anzahl€ my < mvon regularen Kanten und eine
binare Zeichenketts welche die Shapes, . .., S realisiert.

Fallsmungerade ist undy = m, d.h. der Zyklus beinhaltet ausschliel3lich regulare Kante
so folgt aus Theorem 2.7, sowie dem Korollar 2.8 der Widersipr

Sei also 0< my < munds = s, ...s,, die Teilsequenz vos, die diesen Zyklus realisiert.
Nach Lemma 2.17 wissen wir, dass beliebige PermutationeKaleten innerhalb zusam-
menhangender Komponenten bei einem Graphen mit einem Kgreigdeqv) < 2 keine
Auswirkung auf die Realisierbarkeit haben. Es ist klar, d#ieser Fall furC nicht gelten
muss. Wenn aber die Teilsequesiz s; ...s,, den Zyklus|vi,, €, ..., Vi, &, Vi,| realisiert,
so realisiert’ folglich auch den Zyklus isoliert, d.ls. muss den Zyklu€ auch fur den Fall
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degv) = 2 Vv € C realisieren. Somit genligt €sisoliert zu betrachten und dies mit Hilfe
des Lemmas 2.17 zum Widerspruch zu fuhren.

b)
[ Vi2 _ B
\/”\1-4 H h\1
v
SN T f 7 !
’ I Im ’
R\ Vi,V

Abbildung 2.12: Wenrs = s;, ...s,,, den Zyklus in a) realisiert, dann realisisttauch den
Zyklus in b)

Sei nuno eine Permutation auf der Menge der Kanten des Zy&luSei weiterhirC’ der
ausC durch die Permutationen hevorgehende Zyklus, so dasssterTilpfad vorC’

i7" Vimg 1
Pseudokanten besteht. Sei weitertin= g ... die veranderte Teilsegenz, die den den
Zyklus C' realisiert. In Lemma 2.17 haben wir gesehen, wie wir diesestaieren kdnnen.

\ V| ] nur aus reguléren Kanten, sowie der zweite Teilqmngﬁl,...,v{l] nur aus

Da der erste Teilpfad regularer Kanten ungerader Lange@ilsthach Lemma 2.15, dass

Si,l 7& qml+1'
Fur die Realisierung der nun folgenden Pseudokante gilsl;,?‘.rllmall§l = qmﬁz. Insbesondere
muss fuir den gesamten Teilpfad aus Pseudokanten geltsrﬂ,mq%s: qmﬁz = =5 =9

und somits, = qmﬁl, woraus der Widerspruch folgt.

<=: Um zu zeigen, dass die erweiterten Shaﬁgs..,ék durch eine bindre Zeichenkette
realisierbar sind, wenn der Gra($;,..., &) die gewiinschten Eigenschaften 1. und 2.
besitzt, werden wir als erst&¥$;, ..., S) zu einem S-GrapheH = (G, ¢) erweitern und
zeigen, dass dieser balanciert ist. Dazu setzen wir

b(e) — +1 ,fallsec E(G)
—1 ,sonst
Das heil3t Pseudokanten sind jetzt positiv und reguléaredfanegativ markiert. Da nach
Voraussetzung, falls Zyklen vorhanden sind, nur Zykleneamier geraden Anzahl von regu-
l&aren Kanten existieren, sind alle Zyklen positiv und sastitH balanciert. Nach Theorem
1.14 existiert also eine Zerlegung VEtiH) in zwei disjunkte Teilmeng¥; undV,, so dass
Knoten ausvy, und V> nur reguléare Kanten verbinden und weiterhin innerhalb reiegen
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Teilmenge ausschliel3lich Pseudokanten liegen. Es gestiagjgjso fiur alle Elementg € V;
das entsprechende= 0, sowie fur allev; € V> das entsprechendg= 1 zu setzen, um eine
bindre Zeichenkette zu konstruieren, die alle erweiteBiempes realisiert. n

Wir haben mit diesem Theorem nicht nur gezeigt, unter weldferaussetzungen an den
Shapegraphen die entsprechenden erweiterten Shapesetheatinzelne Zeichenkette rea-
lisierbar sind, sondern auch, dass die Lange der enthal2ylden keine Rolle spielt und
somit nur die Anzahl der reguldren Kanten in den Zyklen dr@gtend ist. Ein sich innerhalb
dieser Betrachtungen ergebendes Lemma, welches die Vetausg fir die Realisierung
von zwei Shapes beschreibt, ist das folgende.

Lemma 2.19. Sei G(él, éz) der Shapegraph zweier erweiterter Shapes. Sei weiterhite
Graph, der aus G5;,$,) durch das Ersetzen aller Pseudokantes u,w} mit zwei neuen
regularen Kanten{u, e}, {e,w} und einem neuen Knoten e, der nicht ifGJ enthalten ist,
hervorgeht (Abbildung 2.13).

Zwei beliebige erweiterte Shapégég der L&nge n kbnnen von einer binaren Zeichenkette
realisiert werdernk—>- der Graph G ist bipartit.

G G
—_—
a T w u w
Realisierung der 1 1 1 1
Kante durch: 0 0 0 1 0

Abbildung 2.13: Vereinfachte Darstellung des Grap@anit Pseudokanten und des resultie-
renden Graphe®' nach der Ersetzung der Pseudokanten durch zwei neue
regulare Kanten.

Beweis. =—>: Es genligt nach Lemma 1.7 zu zeigen, das§'imach der Ersetzung keine
Zyklen ungerader Lange existieren.

Wir wissen, dass nach Definition 2.1 und 2.11 die Kanten urdi€Rskanten in den jeweili-
gen Shapes unabhangig sind, also der Grad der Knote(3n S;) maximal 2 ist. Demzu-
folge gilt, dass jede zusammenh&ngende Komporteines(S;, S) entweder ein Pfad oder
ein Zyklus ist. Es genugt also, die Behauptung fir die jegeiliKomponenten getrennt zu
betrachten.

Nach der Ersetzung andert sich der Grad der Knoten nichau3dolgend werden nichtge-
schlossene Pfade ®(S;,$) auch nach der Ersetzung keine Zyklen bilden.
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Bleibt also der Fall zu betrachten, dassin Zyklus ist. Da wir nach Theorem 2.18 wis-
sen, dass im Graph@(él,éz) nur Zyklen mit einer geraden Anzahl von regularen Kanten
existieren und fur jede Pseudokante nach der Ersetzungreuei regulare Kanten hinzu-
kommen, folgt das& auch nach der Ersetzung gerader Lange ist. Demzufolgaezrist
keine Zyklen ungerader Lange und somit@tbipartit.

<=: Auch in G’ gilt nach Konstruktion, dass der Grad der Knoten maximalt 2im&l so-

mit kénnen auch ilG’ Pfade und Zyklen wieder getrennt betrachtet werden.

SeiK ein Pfad. Nach der Ersetzung beliebiger regularer Kantechd@seudokanten bleibt

K ein Pfad im Graphe®($1,S;) und stellt nach Theorem 2.18 somit fiir die Realisierung
der Shapeél,éz durch eine binare Zeichenkette kein Problem dar.

SeiK ein beliebiger Zyklus. Da der Gragh bipartit ist, musK gerader Lange sein. Da
zwei regulare Kanten i’ entfernt werden miissen, um durch eine Pseudokante ergetzt z
werden, also inshesondere die Ersetzung von Pseudokamtelurch das Entfernen einer
geraden Anzahl regularer Kanten maoglich ist, sind auch merhSubstitution noch eine
gerade Anzahl von regularen Kanten in diesem Zyklus. Dik$igialle Zyklen inG'. Dem-
zufolge existieren im Graphe®(S;,$) keine Zyklen ungerader Lange (und insbesondere
keine Uberlagerungen). Somit gilt nach Theorem 2.18, 8as% durch eine einzelne binare
Zeichenkette realisisiert werden kdnnen. O

Wir haben in diesem Abschnitt gezeigt, unter welchen Vasatzmingen es maoglich ist
zwei bzw. mehr als zwei gegebene Shapes durch eine einzeke [Zeichenkette zu rea-
lisieren. Wir haben gesehen, dass diese Form der Realigiglamm und nur dann moglich
ist, wenn in den entsprechenden Shapegraphen keine Ubentagen und keine Zyklen mit
einer ungeraden Anzahl von Pseudokanten existieren.

Wir wollen nun im n&chsten Abschnitt einen Realisierungsiffegler auch das RNA-
Alphabetss = {A,C,G,U} beriicksichtigt, formulieren.

2.5 Realisierungsbegriff erweiterter Shapes fur
o/ ={A,C,G,U}

Wir haben im letzen Abschnitt gezeigt, unter welchen Vosatmungen die Mdglichkeit der
Realisierung fir eine bindre Zeichenkette exisitiert.

Da die Arbeit durch die Faltung der RNA und insbesondere ddrelfFragestellung an
das RNA-Alphabet motiviert wurde, wollen wir uns den Reatisigsbeqgriff fir das Al-
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phabet{A,C,G,U} erweiterter Shapes genauer ansehen. Wie bisher werderondrh,
dass fiir regulare Kantejv,vj} € E(S) eines erweiterterten Shap8gelten muss, dass die
entsprechenden Buchstaben an den zugehdrigen Positiomereiiie der Menge mogli-
cher Basenpaarungen sind, &is; € {AU,UA,CG,GC,GU,UG}. Allerdings gestaltet sich
die Bedingung an die Realisierung der Pseudokanten schetieWjr haben die Mdglich-
keit Pseudokanten in Shapes zu setzen, solange die Eigdiescleines Shapes erhalten
bleiben. Insbesondere sollte fiir Realisierung von Pseudekavi,v;} € E(S) gelten, dass
ssj ¢ {AU,UA,CG,GC,GU,UG}. Somit hatten wir die Moglichkeit, folgende zusétzliche
Forderungen an die Zeichenkette, die den Shape realisetierzu stellen. Fir alle Pseudo-
kanten{vi,v;} € E(S) und die zugehdrige Sequenz, welche den erweiterten SDiegai-
siert, muss gelten:

ss; € {A,C,G,U}?\{AU,UA,CG,GC,GU,UG} =

{AA AC,AG,CC,CA CU,GG,GAUU,UC}.

Mit Hilfe dieser zusatzlichen Annahme gelten die Vorauasegen an den Shapegraphen,
die wir fur die Realisierung durch eine binare Zeichenke#ieeigt haben, nicht mehr, wie
Abbildung 2.14 zeigt.

Abbildung 2.14: Darstellung von Shapegraphen und die rabiglRealisierung der Pseudo-
kanten. Bei beliebiger Realisierung der Pseudokanten miBadehstaben
A,C,G undU sind offensichtlich auch Zyklen mit einer ungeraden Anzahl
von regularen Kanten realisierbar.

Wir werden deshalb zusatzliche Einschrankungen an die Régretlie Realisierung stel-
len und betrachten im Folgenden nur eine Teilmenge aus deg&le
{AA AC, AG, CC, CA CU, GG, GA UU, UC}. Sehen wir uns die folgende Teilmenge
Ppsk = {AAUU,GG,CC} und den entsprechenden Realisierungsbegriff an.
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Definition 2.20. Eine Zeichenkettes s;...s, € {A,C,G,U " realisiert einen erweiterten
ShapeS der Lange n—>

1. V{w,vj} € E(9 gilt: sisj € % := {AU,UA,CG,GC,GU,UG}.
2. V{vi,vj} € E(9) gilt: si =5}, d.h. $5] € Bpsk := {AAUU,GG,CC}

Wir werden jetzt zeigen, dass die Voraussetzungen fur diedRang erweiterter Shapes
aus Theorem 2.18 auch fur diesen speziellen Realisierugg8lgelten. Dazu sind einige
kurze Vorbetrachtungen notwendig, mit denen wir einerrédtiven Beweis fur diesen Rea-
lisierungsbegiff liefern wollen. Betrachten wir zuerst @efinition eines Zeichenwechsels
und das darauf folgende Lemma.

Definition 2.21. Ein Zeichenwechselindet in einer Zeichenkettg s.s, € {A,C,G,U}"
statt, wenn gilt: §# s41,i € {1,...,n—1}.

Lemma2.22. 1. Fir einen Pfad |vy,e€1,...,Vn,€n,Vni1] Ohne Pseudokanten und einer
Zeichenkette s s;...5,.1 die den Pfad mittels Definition 2.20 realisiert gilt:

a) Ins=s;...5,:1 finden n Zeichenwechsel statt.

b) Wenn gilt: § = s,.1, dann ist die Anzahl n der Zeichenwechsel gerade.

2. Fur einen Pfad [vy,€1,...,Vn, e, Vns1] der ausschlie3lich aus Pseudokanten besteht
und einer Zeichenkette=s s;...s,,1 die den Pfad mittels Definition 2.20 realisiert
gilt: In s = s;...s,.1 finden keine Zeichenwechsel statt.

3. Fur einen Pfad|vy, e, ..., Vn,€n,Vnr1] der aus m reguldaren Kanten und pnPseudo-
kanten besteht und einer Zeichenkette s, ...s,.1 die den Pfad mittels Definition
2.20 realisiert gilt:

a) Ins=s;...5,,1 finden m Zeichenwechsel statt.

b) Wenn gilt: § = s,.1, dann ist die Anzahl ;der Zeichenwechsel gerade.

Beweis. 1. a) Dafiralle Kantekv;,vi;1} des Pfades gelten muss, dgss.1 € # =
{AU,UA,CG,GC,GU,UG}, gilt 5 # 541 Vi =1,...,n, woraus die Behauptung
folgt.

b) Aus dem Beweis des Generalized Intersection Theorems 2FHM+01] geht
hervor, dass ein beliebiger Buchstakec {A,C,G,U} nur nach einer geraden
Anzahl von Kanten wieder auftaucht. Da die Anzahl der Karatea@r nun nach
1.a) gerade der Anzahl der Zeichenwechsel entspricht,dadBehauptung. Da-
bei sei bemerkt, dass die Ruckrichtung im Allgemeinen nidht g
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2. Nach Voraussetzung muss fir alle Kantenvi. 1} des Pfades, der nur aus Pseu-
dokanten besteht, geltegs.1 € %Bpsk = {AA CC,GG,UU }. Beginnend mit einem
beliebigen BuchstabeK € {A/,C,G,U} fUr s;, muss nun fur jedes weiterg, auf

3.

Grund der Regepsk, immer derselbe Buchstabé gewahlt werden. Demzufolge

gilt s =51 furallei =1,... nund somit folgt die Behauptung.

a) Betrachten wir den gesamten Pfage, ..., vy, e, Vhr1]. Nehmen wir an, es

b)

existierenk; TeilpfadePy,... R, die nur aus regularen Kanten bestehen und
ko Teilpfadel51, I Isz, die nur aus Pseudokanten bestehen. Sei weitg§riit
i=1,...,k; die Lange des entsprechenden Teilpfdge®Vir wissen, dass in den
Teilzeichenketten der Teilpfad®, . .., ﬁQ keine Zeichenwechsel statt finden. In
den Teilzeichenketten fir eiR € {Pi,...,R,} finden aber jeweild; Zeichen-
wechsel statt. Demzufolge entspricht die GesamtanzahZeiehenwechsel in
der Zeichenkette, die den Pfad, ey, ..., Vn, en, Vn 1] realisiert, genaq!‘illi =
my, woraus die Behauptung folgt.
Seis; = sp.1. Wir wissen, dass Zeichenwechsel bei zwei aufeinandesfalgn
Zeichens unds ;1 nur auftreten, falls die zugehorige Kar{tg, vi,1} eine regu-
lare Kante ist. Sei jetz; ein beliebiger Buchstab¥ € {A,C,G,U }. Da dieser
spezielle Buchstabe, wie wir dem Beweis des Theorems 2.7 [FH}entneh-
men kodnnen, nur nach einer geraden Anzahl von regularereavieder auftre-
ten kann und die Anzahl der regularen Kanten in einem beje@bPfad gerade
der Anzahl der Zeichenwechsel entspricht, folgt die Behangnt

O

Theorem 2.23.Beliebige erweiterte Shap&, ..., S der Lange n kdnnen von einer Zei-
chenkette aus dem Alphabetentsprechend der Definition 2.20 realisiert werden

1. E(S)NE(Sn) =0mitl #me {1,...,k} (d.h. es exitieren keine Uberlagerungen von
Pseudokanten des einen erweiterten Shapes mit 'regularerteiiaines anderen Sha-

pes) und

2. der Graph Qél, . .,é‘k) enthalt keine Zyklen mit einer ungeraden Anzahl von regula-

ren Kanten.

Beweis. =—>: (Beweis durch Widersprugh

Seien die erweiterterten Shapfé_s. .., § der Langen durch die Zeichenkette=s;... 5,

realisierbar.
Annahme3{v;,v;} € E(S)NE(Sy) mit| # m, dann muss geltes; # s; fiir {vi,vj} € E(S),
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als auchs = s; fir {vi,v;j} € E(Sn) = WIDERSPRUCH.

Annahme es existiert ein Zyklug,, e, . ..,Vi,, &, Vi,] (ohne Uberlagerungen) der Lange
mit einer ungeraden Anzaht; von regularen Kanten. Bezeichge... s, die Teilsequenz
auss, die diesen Zyklus realisiert. Falls der Zyklus keine Ped&adten enthalt und somit
m = mgilt, ist nach Lemma 2.22 in der Teilzeichenkedte .. s, die Anzahl der Zeichen-
wechsein. Da abemungerade ist gilt weiterhin, dass # s,. =WIDERSPRUCH.

Nehmen wir nun an, dass der Zyklus Pseudokanten enthélt etnaichten folgende Zerle-
gung des Zyklus in zwei Pfade. Der eine PRig= |v;,, &, ... 7a|"vi|/+1] sei ein Pfad, der nur
aus Pseudokanten besteht, so dass die zusatzliche Eigénsdelsss, ;, und 8., regulére
Kanten sind, erfullt ist. Es sei bemerkt, dass der Pfad ausmar einer Pseudokante beste-
hen darf, d.hl =" ist erlaubt. Der andere Pfd¥ bestehe aus allen Kanten des Zyklus ohne
die Kanten des Pfaddy. Sei nuns, ... s die Teilsequenz aus, ... s,,, die den Pfad
P, realisiert. Nach Konstruktion enthélt dieser Pfad alle ipklds vorkommenden reguléaren
Kanten. Da die Anzahl der regularen Kanten ungerade ist omit slie Anzahl der Zeichen-
wechsel ungerade ist, folgt nach Lemma 2.22, dass # s,. Da aber der Pfaé; nur aus
Pseudokanten besteht und somit gelten ngyIss s, , = WIDERSPRUCH.

<=: Da das Alphabety = {A,C,G,U } mit den RegelnZ, #psk aus Definition 2.20 eine
Erweiterung des Realisierungsbegriffes durch eine binaieh&nkette aus Definition 2.13
darstellt, folgt aus Theorem 2.18 die Behauptung. m

Da die Voraussetzungen dieses Theorems genau denen deembeh18 entsprechen,
kénnen wir folgende zuséatzliche Schlussfolgerung ziehen.

Korollar 2.24. Beliebige erweiterte Shap(%,...,é.K der Lange n kdnnen von einer Zei-
chenkette aus dem Alphabet entsprechend der Definition 2.20 realisiert werdendie
Shapesél,...,i kénnen von einer binédren Zeichenkette entsprechend denifiadi2.13
realisiert werden.

Natirlich exisitieren noch offene Fragen an weitere Realisigsbegriffe mittels anderer
Paarungsregeln fir Pseudokanten, die wir aber im Zugerdéabeit nicht ndher untersu-
chen werden.

Fur den betrachteten Realisierungsbegriff erweitertep&h&onnen wir zum Schluss
noch festhalten, wenn eine Sequenz existiert, die gegebmvetertete Shapes realisiert,
so realisiert diese die entsprechenden Shapes auch ohuaoRaeten. Dies sei noch einmal
kurz erklart. Wir haben gesehen, dass eine einzelne Zdiettendie gegebene erweiterte
Shapes realisiert, dann und nur dann existiert, wenn in despeechenden Shapegraphen
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erweiterter Shapes keine Uberlagerungen und keine Zykieainer ungeraden Anzahl re-
gularer Kanten existieren. Es ist klar, dass es keine Upernlmgen in dem Shapegraphen
der entsprechenden "nicht erweiterten” Shapes gibt, daesedi keine Pseudokanten exis-
tieren. Des Weiteren existieren in den Shapegraphen emeitShapes keine Zyklen mit
einer ungeraden Anzahl von regularen Kanten. Dieses wietdbedeutet, dass in dem Gra-
phen nach der Entfernung aller Pseudokanten keine Zyklgarader Lange existieren und
somit der entsprechende Graph bipartit ist.

Allerdings besitzen diese Sequenzen jetzt die zusatziapenschaft, das auch nicht ge-
paarte Positionen, insbesondere Positionen die unter deaussetzungen der Basenpaa-
rungsregelnZ keine Paarung eingehen sollen, berlcksichtigt wurden.

2.6 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, unter welchen Vorézissgen es maoglich ist, eine
einzelne Sequenz zu finden, so dass gegebene Shapes dsehediesiert werden kénnen.
Dabei wurde die Méglichkeit der Realisierung ganz eng mit Bgienschaften des entspre-
chenden Shapegraphen verknupft. Allerdings wurden in disimeligen Realisierungsbe-
griff nur gepaarte Positionen bertcksichtigt. Wir erwe@a die Shapes daraufhin mittels
Pseudokanten, um den Begriff der Realisierung einzuschndnkd somit Sequenzen zu
finden, in denen auch Positionen beriicksichtigt werdenkelige Paarungen eingehen duir-
fen. Dabei definierten wir zunachst den Realisierungsiegrifeine binare Zeichenkette.
Wir haben gesehen, unter welchen Voraussetzungen gegetweeiterte Shapes durch eine
einzelne bindre Zeichenkette realisiert werden kénnerietaten Abschnitt definierten wir
einen entsprechenden Realisierungsbegriff fur Zeichéskstc {A,C,G,U }" und fanden
heraus, dass dieser Realisierungsbegriff aquivalent zuRkgnff der Realisierung durch
eine binare Zeichenkette ist.



3 Komplexitatsbetrachtungen

In diesem Kapitel werden wir Komplexitatsbetrachtungememschieden Problemen vorneh-
men. Insbesondere wird uns die NP-Vollstandigkeit diesebleme interessieren. Zunachst
werden wir die Probleme formulieren und erkléaren, wodurighBetrachtung dieser Sach-
verhalte motiviert ist. In den darauf folgenden Abschmitteigen wir die NP-Vollstandigkeit
der genannten Probleme. Dazu ist es notwendig, den Begnfhesméomorphen Erweite-
rungenzu definieren, sowie einen Algorithmus vorzustellen, degrpbipft, ob gegebene
(erweiterte) Shapes durch eine einzelne Zeichenkettesiezalwerden kénnen. Wenn wir
im Folgenden von der Realisierung "nicht erweiterter" Shapeschen, so meinen wir aus-
schlie3lich den Begriff aus Definition 2.4. Wenn wir von der Ra@rung erweiterter Shapes
sprechen, so meinen wir die Definition 2.13 bzw. 2.20. Beginnig nun im nachsten Ab-
schnitt mit der Motivation der zu formulierenden Probleme.

3.1 Problemformulierungen

In dem vorangegangenem Kapitel haben wir gesehen, dasbigeliShapes bzw. erweiter-
te Shapes gleicher Lange nicht durch eine einzelne Zeietentealisiert werden kdnnen,
falls bestimmte Voraussetzungen in den zugehorigen Shapleen nicht erfillt sind. Dem-
zufolge stellt sich die Frage, welche Wege es gibt, den Sjrapben so umzugestalten, so
dass die Shapes bzw. erweiterten Shapes durch eine eiZatienkette realisiert werden
konnen. Eine Mdglichkeit besteht darin, bestimmte Knoteratfernen. Ein weiterer Weg
ergibt sich aus der Moglichkeit, bestimmte Kanten zu entar bis die Eigenschaften der
Realisierbarkeit fur diesen Graphen erflllt sind. Trivialeise kdnnte man alle Knoten bzw.
alle Kanten entfernen, wodurch aber auch alle Eigensahdfts Graphen verloren gingen.
Ziel ist es deshalb, die minimale Anzahl von Kanten bzw. knatu entfernen, so dass die
Eigenschaften im Shapegraphen fur die Realisierung dereSkeafiillt sind. Wir wollen nun
folgende Probleme betrachten:
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resultierender Graph
nach Entfernung des
Knotens i

k  resultierender Graph

nach Entfernung der
Kanten {1, j} und {i, k}

Abbildung 3.1: Links ist ein Shapegraph zu sehen, dessepeShaicht durch eine einzel-
ne Zeichenkette realisiert werden kdnnen. Nach dem Emifevon Knoten
bzw. Kanten sind die Eigenschaften der Realisierbarkditlerf

Problem 3.1. (MinKN_S) Berechne die minimale Anzahl v8iINOTEN, die aus dem Gra-
phen GSy,...,&) entfernt werden mussen, so dass die Shapes.SS durch eine Zei-
chenkette realisiert werden konnen.

Problem 3.2. (MinKA_S) Berechne die minimale Anzahl v8mNTEN, die aus dem Gra-
phen GS,...,&) entfernt werden mussen, so dass die Shapes.SS¢ durch eine Zei-
chenkette realisiert werden kénnen.

Problem 3.3. (MinKN_eS)Berechne die minimale Anzahl vBWOTEN, die aus dem Gra-
phen GSi, ..., S entfernt werden miissen, so dass die erweiterten SKapes, S durch
eine Zeichenkette realisiert werden kdnnen.

Problem 3.4. (MinKA_eS) Berechne die minimale Anzahl VRREGULAREN UND PSEU-
DOKANTEN, die aus dem Graphen(éL, . ,S<) entfernt werden miissen, so dass die erwei-
terten Shapeél, ..., S durch eine Zeichenkette realisiert werden konnen.

Bevor wir Algorithmen suchen, welche die Probleme in polyrelar Zeit |l6sen kbénnten,
sollten wir uns mit der NRVollstéandigkeit der Probleme beschéftigen. Es ist bekatass
zu solchen Problemen kein polynomieller Losungsalgornithmexistiert, sofern die Komple-
xitatsklasse polynomieller Problenfenicht identisch mit der Komplexitatsklasse deP
Probleme ist, d.h. solange nicht giR:= NP [GJ79]. Die folgende Definition ist aus dem
Lehrbuch von Garey und Johnson [GJ79] entnommen.

Laus dem engl.: Non-deterministic Polynomial time
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Definition 3.5. Ein Problem P ist NP-vollstandig, falls gilt:
1. PeNP.
2. P ist NP-schwer.

Um den ersten Punkt zu beweisen, muss gezeigt werden, dasigleideterministischer
Algorithmus existiert, der eine Losung rat und in polynolfeieZeit verifizieren kann, ob
eine gultige Lésung gefunden wurde.

Der zweite Punkt beschreibt die Tatsache, dass sich alldéPn@P’ € NP in polynomi-
eller Zeit auf das ProblerR reduzieren lassen. Um die NP-Schwere eines ProbRms
zeigen, nimmt man in der Regel ein als NP-vollstandig belemRtroblenP’ und reduziert
dieses in polynomieller Zeit auf das ProblémAus der Transitivitdt von Polynomialzeit-
reduktionen folgern wir, dass alle Probleme aus der KlasBeablch auf das betrachtete
reduzierbar sind [GJ79].

Von Peter Clote et al. wurde bewiesen, dass das Problem 3kI>fisr NP-vollstandig ist
[CLK+05].

Wir werden in den ndchsten Abschnitten zeigen, dass zudemdael Problem&linKA S
MinKN_eSundMinKA _eSNP-vollstéandig sind.

Falls wir nicht fordern, dass Pseudokanten gesetzt werdessen, so ist ersichtlich, dass
das ProblenMinKN_Seine Teilinstanz des ProbleivBnKN_eSst, sowie das Probleiin-
KA_Seine Teilinstanz des ProbleninKA_eSist. Wir kdnnten somit den Fall betrachten,
dass keine Pseudokanten existieren. Fur diese Falle miygsim die ProblemeMinKA_eS
und MinKN_eSnichts weiter zeigen. Fordern wir demzufolge, dass Psemtek gesetzt
werden mussen.

Bevor wir uns nun den Beweisen der NP-VolIstandigkeit der geten Probleme zuwen-
den, werden wir ein fur die Beweise nitzliches Werkzeug, sagetehoméomorphe Erwei-
terungenvorstellen.

3.2 Vorbetrachtungen

3.2.1 Homoomorphe Erweiterungen

Die Beweise der NP-Schwere der Probleme 3.2 (MinKA_S), 3i8KM_eS) und 3.4 (Min-
KA_eS) beruhen auf der Reduktion bzw. der Aquivalenz andezkannter NP-vollstandiger
Probleme. Die Schwierigkeit, welche zusatzlich entstehtie folgende:
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Falls wir die Reduktion bzw. Aquivalenz von schon bekannt&wdlistandigen Proble-
men zeigen, so haben wir in diesen Fallen, wie wir spaterseieeden, die NP-Schwere nur
fiir einen beliebigen Graphe® = (V,E) bzw. G” = (V,E,E) mit maximalen Knotengrad
k bewiesen. Es stellt sich somit nattrlich die Frage, wie maaigzem gegebenen Graphen
G = (V,E) bzw. G’ = (V,E,E) mit maximalen Knotengraé die ShapesS;,...,S bzw.
S.....,S konstruiert, so das&(Sy, ..., S) bzw. G(S,, ..., S) isomorph zu einem gegebe-
nen GrapherG' = (V,E) bzw. G” = (V,E,E) ist. Es ist offensichtlich, dass man fiir jede
Kante einen Shape konstruieren kann. Man benétigt in digsehiE| bzw. |E UE| Shapes.
Ein anderer Weg Uber sogenanhtanéomorphe Erweiterungeder die Anzahl der Shapes
deutlich reduziert, wird in [CLK+05] vorgestellt.

Definition 3.6. [CLK+05] Seien G= (V,E), G' = (V’,E’) zwei Graphen.

Wir bezeichnen Ghomoomorphe Erweiterungon G, falls man Gdurch das Ersetzen be-
liebiger Kanten{V',V'} € E(G) durch einen Pfad RV,V'}) =

{V ur Hug,uz} .. {ue_1, uH{uk,V'} mitdedu) =2und y ¢ V(G) furallei=1,... k aus
G erhalt.

G’ bezeichnet man als eiangerade homoéomorphe Erweiterungn G, falls alle Pfade
P({V,V’}) ungerader Lange sind. Fir alle @ines solchen Pfades(f/,V’}) bezeichnet
man die Knotenwund V' als Endknoternvon u.

Dabei darf die Anzahl der ersetzten Kanten natirlich nigpbeentiell sein, da eine sol-
che Ersetzung nicht in polynomieller Laufzeit moglich wdfelgendes Theorem wurde in
[CLK+05] bewiesen.

Theorem 3.7. [CLK+05] Sei k> 3 und G ein Graph mit maximalen Knotengrad k. Es
existieren k Shapes; S.., S, so dass GS,...,S) isomorph zu einer ungeraden homdo-
morphen Erweiterung von’Gst. Die Shapes kénnen in polynomieller Zeit in Abhéangigkei
der Anzahl von Kanten konstruiert werden.

Der technisch sehr aufwéndige Beweis zu diesem Theorem thanfilder Konstruktion
von k Shapes zu einem gegebenen GrapBés: (V,E). Zunéchst werden, unter der Vor-
gabe des Graphe® mit einem maximalen Knotengrdd ShapesS,, ..., S konstruiert. Es
wird danach bewiesen, dass der entsprechende Shapeg(8ph..,S,) isomorph zu einer
homoomorphen Erweiterung va® ist. Daraufhin werden die Shapes und somit der Sha-
pegraphG(S],...,S,) zu einem Graphe®(S;,...,S) erweitert. Zuletzt wird gezeigt, dass
dieser GraplG(S,,...,S) isomorph zu einer ungeraden homdomorphen Erweiterung von
G ist.



3. Komplexitatsbetrachtungen 41

Wenn wir zeigen, dass die minimalen zu entfernenden Karizw- Knotenmengen der
entsprechenden Probleme in einem GrapBemd einer ungeraden homéomorphen Erwei-
terungG von G die gleiche Kardinalitat besitzen, so dass der Gi@tzw. G die Vorausset-
zungen fur die Realisierbarkeit der entsprechenden Shafidls &6nnen wir mittels dieses
Theorems die Anzahl der Shapes nicht nur deutlich reduzis@dern auch Riuckschlisse
auf die Anzahl der Shapes bei gegebenen Knotengrad ziehen.

Wir werden nun die Definition homéomorpher Erweiterungen @iiaphen erweiterter
Shapes, d.h. Graphen mit Pseudokanten, modifizieren.

Definition 3.8. Sei @S, ...,S) = (V(G),E(G), y) ein Graph erweiterter Shapes ohne Uber-
lagerungen, d.hp e € E(G) mit der Eigenschafy(e) = 2.

Sei weiterhin G= (V(G'),E(G'),y’) ein Graph, den man aus diesem Graphen G erhalt,
indem man beliebige Kantgv',V'} € E(G) durch einen Pfad BV,V'}) =
{V,urH{ug,up} .. {u_ 1, uH{u, V' mitdedqui) =2und y ¢ V(G) Vi=1,...,k ersetzt.
Man bezeichnet Galshomoéomorphe Erweiterurgines Graphen G erweiterter Shapes falls
zusatzlich gilt, dass

, y{v.,v'}) | falls {u,w} e P({V,V'})und{u,w} ¢ E(G)NE(G)

y'({uw}) =
y({u,w}) , sonst

Das heil3t, Pseudokanten werden im Fall der Ersetzung duratidPdus Pseudokanten bzw.

reguldre Kanten durch Pfade reguléarer Kanten erweitert. Mameiehnet Gals ungerade

homoomorphe Erweiterungvenn alle so ersetzten Pfade ungerader Lange sind. Fur alle u

eines solchen Pfadeg f/,V'}) bezeichnet man die Knotehund V' als Endknotervon y.

Theorem 3.7 gilt auch fir den Graphen erweiterter Shapedjedgrundlegende Eigen-
schaft eines Shapes nach Definition 2.1 auch in erweitertepes nach Definition 2.11
erhalten bleiben, d.h. die Kanten sind unabhangig und stiexdn keine Pseudoknoten. Bei
der Konstruktion der Shapes missen somit vorher alle Pkanten durch regulare Kanten
ersetzt werden. Danach ersetzt man die eben modifiziergenéren Kanten wieder durch
die entsprechenden Pseudokanten.

3.2.2 Algorithmus zum Test auf Realisierbarkeit

Um zu zeigen, dass ein Probldmin der KlasseNP liegt, ist es notwendig, einen nicht-
deterministischen Algorithmus anzugeben, der eine Logahgnd in polynomieller Zeit
verifizieren kann, ob eine gultige L6ésung gefunden wurde. Wérden deshalb zunachst
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einen Algorithmus polynomieller Laufzeit vorstellen, deinapegraphen von Shapes bzw.
erweiterten Shapes daraufhin Uberpriift, ob in diesem @ragtitische Zyklen bzw. Uber-
lagerungen existieren. Bevor uns diesem Algorithmus zueenderden wir mit orzeichen
markierte Graphen in Graphen mit Pseudokanten und regki&ireen Gberfuhren.

Lemma 3.9. Sei H= (V.E, ¢) ein mit Vorzeichen markierter Graph. Sei weiterhin=G
(V,E,E) = (V,E, y) der aus H resultierende Graph, indem mafGJ =V (H) setzt und

0 ,falls ¢(e)=-1
v(e) = ,
1 ,falls ¢(e)=+1

d.h. Kanten aus H mit negativen Vorzeichen werden als regilaregen und Kanten aus H
mit positiven Vorzeichen werden als Pseudokanten betrachte
Es qilt:

H ist balanciert.<—= G enthélt keine Zyklen mit einer ungeraden
Anzahl regularer Kanten, sowie keine
Uberlagerungen.

Abbildung 3.2: Konstruktion des Graph&ausH

Beweis. =—>: SeiH balanciert. Dies ist der Fall, gdw. i keine Zyklen mit einer ungeraden
Anzahl von negativen Kanten existieren und nach Konstoukgilt somit firG, dass keine
Zyklen mit einer ungeraden Anzahl von regularen Kantentiexen. Insbesondere befinden
sich auch keine UberlagerungenGnda es irH keine Mehrfachkanten gibt.
+<——:SeiG=(V,E, E) ein Graph, indem keine Zyklen mit ungerader Anzahl reguléen-
ten und keine Uberlagerungen existieren, so folgt nach tokison, dass auch il kei-
ne Zyklen mit einer ungeraden Anzahl von negativen Kantestieren, also isH balan-
ciert. ]
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Ein dynamischer Algorithmus mit einer Zeitkomplexitat|E| + [V|) der Uberprift ob
ein S-GraphH = (V,E, ¢) balanciert ist, wurde in [Lou03] vorgestellt und ist bis aue-
nige Veranderungen in Algorithmus 1 dargestellt. Diesemle® wir nach einigen wenigen
Modifikationen benutzen, um zu testen ob ein Grépk (V, E, E) die notwendigen Eigen-
schaften der Realisierbarkeit erfillt. Zun&chst werdea BBeudokanten mit '+1’ und alle
regularen Kanten mit einer ’-1’ gekennzeichnet. Dass dieaasformation in polynomieller
Zeit in Abhangigkeit von der Kantenanzad U E\ geschieht, ist offensichtlich. Ein solch
veranderter Shapegraph wird im AlgorithnmasdifizierterShapegraph genannt. Eine weite-
re notwendige Veranderung die wir vornehmen mussen, saldag3rogramm auch abbricht,
falls Uberlagerungen existieren, ist in der achten und tesysowie in der neunzehnten und
zwanzigsten Zeile des Algorithmus 1 festgehalten. Die @Gidee des Algorithmus besteht
auf dem Aufstellen eines Breitensuchbaumes und der Erkisnulzss alle Pfade zwischen
zwei Knoten dasselbe Vorzeichen besitzen, wie wir mit Taeol..13 bewiesen haben. Es
sei bemerkt, dass in dem Pseudocot das Vorzeichen eines Knoterkennzeichnet. Die
Funktion o[v,w| bezeichnet das Vorzeichen der Kartew}. Weitere Informationen und
Erklarungen dazu findet man in [Lou03] und [HK80].
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Algorithm 1 Test_Realisierbarkeit

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31
32:

INPUT: modifizierter ShapegraplV, E, E) und Startknoters;
besucht[s]:=true; balance:=truefs]:=+1 oder -1,
forall x € V(G)\{s} do
besucht[x]:=false;
end for
first:=last:=1;
for all x € Adj[s] do
if ((x,s) ist Uberlagerung) und (balance = trtiegn
balance:=false;
else ifbalance = trughen
o[x]:=o[s]-o[(s,x)]; last:=last+1;
Q[last]:=x; besucht[x]:=tru;e
end if
end for
while (first < last) und (balance = truejlo
x:=Q(first]; first:=first+1;
besucht[x]:=true;
for all ye Adj[x] do
if ((x,y) ist Uberlagerung) und (balance = trikgn
balance:=false;
else
if besucht[y] = fals¢hen
besucht[y]:=true; last=last+1; Q[last]:=y;
alyl:=0ol[x]-ol(xy)];
else
it (a[x]-ol(x,y)]# oly]) then
balance:=false;
end if
end if
end if
end for
end while
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3.3 MinKA_S ist NP-vollstandig.

Wir werden uns nun dem Beweis der NP-Vollstandigkeit des B MinKA_S zuwenden.
Dieses wurde wie folgt formuliert:

Problem 3.2. (MinKA_S) Berechne die minimale Anzahl vBIANTEN, die aus dem Gra-
phen GSy,..., &) entfernt werden missen, so dass die Shapes.SS, durch eine Zeichen-
kette realisiert werden kdnnen.

Wir wissen nach Theorem 2.7, dass beliebige Sh&pes., S gleicher Lange realisiert
werden kénnen gdw. der Gra@{Sy, . .., &) keine ungeraden Zyklen enthalt und nach Lem-
ma 1.7 ist dies der Fall gdw. der Gra@iSy, . .., S) bipartit ist. Dieses Problem wurde von
Yannakakis in [Yan81] als NP-vollstandig bewiesen.

Theorem 3.10.[Yan81] Sei k> 3 eine natirliche Zahl und G (V,E) ein Graph mit maxi-
malen Knotengrad k. Folgendes Problem ist NP-vollstanBigtferne die minimale Anzahl
von Kanten inG, so dasss bipartit ist

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die minimale Anzahinttemender Kanten aus
G, damitG bipartit ist, der minimale Anzahl zu entfernender Kantereeungeraden homaoo-
morphe Erweiterun@’ von G, damitG’ bipartit ist, entspricht. Nach Theorem 3.7 wissen
wir somit, dass auf Grund der Isomorphie der Grap@emind G(S, ..., S) auch in dem
entsprechenden Shapegraph die minimale Anzahl der Kadieentfernt miissen, um die
Eigenschaft der Bipartition zu bekommen, gleich sind. Dawaite die NP-Schwere des Pro-
blems MIinKA_S flurk > 3 bewiesen.

Lemma 3.11. Sei G = (V/,E’) eine ungerade homdomorphe Erweiterung vos @/, E)
und seien E(G) C E(G) und E*(G') C E(G') die minimalen Kantenmengen, die aus G bzw.
G’ entfernt werden muissen, so dass G uhdi@artit sind, so gilt:

[E*(G)| = E"(G)]

Beweis. Halten wir zunachst fest, dass ungerade bzw. gerade Zykléhauch ungerade
bzw. gerade Zyklen ifG’ sind. Diese Eigenschaft ist leicht zu erkennen, wenn manm sic
Uberlegt, dass in einem Zyklus ungerader Lange zuerst eamteKentfernt wird und so-
mit der Restpfad gerader Lange ist. Danach ersetzt man diermtet Kante durch einen
ungeraden Pfad. Schlussfolgernd ist der Zyklus nach destfnsg immer noch ungerade.
Entsprechend gilt dies auch fur Zyklen gerader Lange.
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Des Weiteren existiert in jeder ungeraden homéomorphemriagmngG’ von G eine ein-
eindeutige Zuordnung von Kantéw',v'} € E(G) durch einen Pfa®({V,V'}), falls dieser
vorhanden ist, ansonsten durch die KafweVv’} € E(G’) selbst. Man kann also fur jede
Kante{V,V'} € E*(G) in G’ entweder die Kant¢V',u; } € E(G') entfernen, fall({v/,v'})
existiert oder die Kantév, v’} selbst, damit aucly’ bipartit ist.

Umgekehrt kann man fiir alle Kanten ausw} € (E(G')\E(G)) NE*(G'), d.h. Kanten die
Teil eines Pfade®({V,V'}) sind, die Kante{V/,V'} in G entfernen und fir alldu,w} €
E(G)NE*(G) die Kante {u,w} selbst. O

Somit haben wir die NP-Schwere unseres Problems bewieseibt Bu zeigen, dass das
ProblemMinKA_Sin der Klasse NP liegt. Einen nichtdeterministischen Aidponus fir
unser Problem erhalten wir, indem eine Losung des Probleraen wird, d.h. eine Teil-
menge der Kantenmenge und nach Entfernung dieser Teilmaittgs des Algorithmus
Test_Realisierbarkenerifiziert wird, ob die so erhaltende Losung gultig ist. Adem im
ersten Kapitel gezeigten Lemma 1.15 folgt die Moglichkgigsen Algorithmus auch zu be-
nutzen, um zu Uberprifen ob ein Graph bipartit ist. Somiehabir das folgende Theorem
bewiesen.

Theorem 3.12.MinKA_S ist NP-vollstandig fir k 3.

3.4 MinKN_eS ist NP-vollstandig

Wir werden nun zeigen, dass das Problem MinKN_eS NP-voligdst. Rekapitulieren wir
noch einmal.

Problem 3.3. (MinKN_eS) Berechne die minimale Anzahl véfNOTEN, die aus dem
Graphen GS;,...,S) entfernt werden miissen, so dass die erweiterten SHapes, S
durch eine Zeichenkette realisiert werden kénnen.

Als Vertex Setfir kritische Komponenten (VSkKgzeichen wir des Weiteren die Menge
von Knoten, die aus dem Graphéloél, ey é‘k) erweiterter Shapes entfernt werden muss, so
dass die entsprechenden Shapes. ., & durch eine einzelne Zeichenkette realisiert werden
konnen. Es folgt nun eine formale Definition.

Definition 3.13. Sei G= (V,E, E) ein Graph erweiterter Shapes und &ine Teilmenge von
V. Wir bezeichnen Vals Vertex Set fir kritische Komponenten (VSkKalls V' mindestens

2aus dem engl.: Knotenmenge
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einen Knoten aus jeder Uberlagerung und jedem Zyklus mit eingeraden Anzahl von
regularen Kanten enthalt.

Betrachten wir nun die Definition eina&%&rtex Cocer Setaund das daraus resultierende,
als NP-vollstandig bekannte Problem.

Definition 3.14. Sei G= (V,E) ein Graph und YV eine Teilmenge von V. Man bezeichnét vV
als Vertex Cover Set (VCSXalls fir alle ec E gilt: 3veV’, so dass & e.

Natirlich ist es einfach, dieser Definition zu genlgen, indean die gesamte Knoten-
mengeV des Graphen als Vertex Cover Set begreift. Somit ergibt sitgehdes Problem
aus dieser Betrachtung.

Problem 3.15(Vertex Cover Set Problem VCSR. Sei G= (V,E) ein Graph mit maxima-
lem Knotengrad k. Finde ein Vertex Cover Set von G mit mininiéedinalitat.

Von Garey und Johnson wissen wir, dass dieses Problem fémn &notengradk > 3 NP-
vollstandig ist [GJ79]. Bevor wir uns dem Beweis der NP-Valigtigkeit unseres Problems
MinKN_eS zuwenden, betrachten wir das folgende Lemma.

Lemma 3.16.Sei G = (V' ,E’,y’) eine ungerade homdomorphe Erweiterung eines Graphen
G = (V,E,y) erweiterter Shapes, so haben die minimalen Vertex Setsifigckie Kompo-
nenten in G und Gdie gleiche Kardinalitét.

Beweis. Durch die Definition von homéomorphen Erweiterungen edmalir eine einein-
deutige Zuordnung von Zyklen aund G, so dass jeder ZykIuS in G einem Zyklus in

G’ entspricht, der alle Knoten vad beinhaltet. Demnach ist jedes Vertex Set fiir kritische
Komponenten irG auch ein Vertex Set fir kritische KomponenterGh

Sei nunV* C V' das minimale Vertex Set fur kritische KomponenterGhn Da jeder Kno-
tenv e (V/\V)NV* durch seinen Endknoten ersetzt werden kann, ohne\tladie Eigen-
schaften eines minimalen Vertex Set fir kritische Komposerin G’ verliert, kann man
annehmen, dasg* nur aus Knoten aug besteht. Also isV* ein Vertex Set fur kritische
Komponenten au6. 0

Wenden wir uns nun dem Beweis der NP-\ollstandigkeit des|Bnad MinKN_eS zu.

3aus dem engl.: Knoteniiberdeckungsmenge
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Theorem 3.17.MinKN_eS ist NP-vollstandig fur k 4.

Beweis. SeiG = (V,E) ein beliebiger Graph.
Wir werden einen neuen Graphéh= (V' E’,E’) mit Pseudokanten au3 wie folgt kon-
struierenV’ besteht aus

1. der Menge/ und
2. einem neuen Knotev fir alleveV .

Wir werden die Meng®’\V mitV bezeichen. Die Menge regulérer Kantrbesteht aus

1. der MengeE und
2. einer neuen regularen Karfte V'} fir allev e V.

Die Menge der Pseudokantéti besteht aus den Pseudokanten b'}, falls die Kante
{a,b} € E(G) existiert.

a a

T
.

~

G G’
Abbildung 3.3: Konstruktion des Graph& aus dem Graphe@

Es ist ersichtlich, dass der Gra@h keine Uberlagerungen enthalt. Wir zeigen nun, dass
die minimale Anzahimvon Knoten in einem Vertex Cover vdagleich der minimalen An-
zahlm' von Knoten in einem Vertex Set fiir kritische Komponenten @iist.

SeiU ein Vertex Cover Set is undC ein Zyklus mit einer ungeraden Anzahl von regularen
Kanten inG'. Offensichtlich kanrC nicht vollstandig in(\7,|§’) liegen, da dieser Teilgraph
ausschlief3lich aus Pseudokanten besteht. Also erf@h@éindestens eine Kante a&sG).
Demzufolge beinhalte€ mindestens einen Knoten aus Somit istU ein Vertex Set fur
kritische Komponenten i, also giltm’ < m.

Nehmen wir nun an, dass giit < m. SeiU’ ein Vertex Set fur kritische Komponenten in
G/, so dassU’| = n1. Wir wissen, dast)’ eine Teilmenge der MengéUV ist. Betrachten
wir nunU” C V, bestehend aus allen Knotert V mit der Eigenschaft, dass einer der Kno-
tenv oderV in U’ liegt. Da|U”| < |U’| < m, folgt U” ist kein Vertex Cover Set i. Also
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existiert mindestens eine Kanfe;,v;} € E(G), so dass weder, nochv; zuU"” gehdren.
Somit beinhaltet)’ keinen der Knoten, vj, v, V| und somit auch keinen Knoten des kriti-
schen Zyklus{vi, v}, {vj,Vj},{Vj, Vi},{V, Vi} = WIDERSPRUCH= m' = m, demzufolge
haben VSkK und VCS die gleiche Kardinalitat. Wenn wir alsoeelifdsung vom Problem
MinKN_eS finden, so ergibt sich auch eine Losung fuir das VG&#ém und umgekehrt.

Den GrapherG’' kdnnen wir in linearer Zeit in Abhangigkeit der Anzahl von dtan
des Graphes konstruieren. Des Weiteren ist ersichtlich, dass der mabarinotengrad in
G’ dem maximalen Knotengrad i@ plus eins entspricht. Da dA8CSProblem fiir einen
Knotengraddegv) > 3 NP-vollstandig ist, folgt die NP-Schwere in Verbindungt mém
Lemma 3.16 unseres Problems fir einen Knotengesglv) > 4.

Bleibt zu zeigen, dass gilMlinKN_Se NP. Einen nichtdeterministischen Algorithmus fur
unser Problem erhalten wir, indem eine Loésung des Problersen wird, d.h. eine Teil-
menge der Knotenmenge und dann, nach Entfernung dieseeiKmatttels des Algorithmus
Test_Realisierbarkeierifiziert wird, ob die Losung gultig ist. Somit haben wintiesen,
dass das ProbleiMinKN_eSfir k > 3 NP-vollstandig ist. n

3.5 MinKA_eS ist NP-vollstandig

AbschlieRend wenden wir uns nun der NP-\olIstandigkeitRiedblems MinKA_eS zu.

Problem 3.4. (MinKA_eS) Berechne die minimale Anzahl V®EGULAREN UND PSEU-
DOKANTEN, die aus dem Graphen(&,, ..., &) entfernt werden miissen, so dass die erwei-
terten Shapeél, ..., S durch eine Zeichenkette realisiert werden konnen.

Ein Problem, welches von Harary in [Har59] vorgestellt wayridt das folgende:

Problem 3.18. (BKI-Problem) Bestimme deBalance-Kanten-Indefir einen gegebenen
S-Graphen H= (V,E, ¢), d.h. die minimale Anzahl von Kanten, die entfernt werden emjss
so dass H balanciert ist.

Barahona bewies in [Bar82] das folgende Theorem.
Theorem 3.19.Das BKI-Problem ist NP-vollstandig furXk 5.

Es liegt auf der Hand, dass eine Teilinstanz des Problemde&&BKI Problem ist. Wir
werden dennoch den formalen Beweis der NP-VollstandiglkesitRtoblems MinKA _eS flih-
ren. Bevor wir uns diesem Beweis zuwenden, bendtigen wir dgeride Lemma.



3. Komplexitatsbetrachtungen 50

Lemma 3.20. Sei G = (V/,E’,y’) eine ungerade homoéomorphe Erweiterung eines Gra-
phen G= (V,E,y) erweiterter Shapes, so gilt: Die minimalen Kantenmengenind& und

G’ entfernt werden mussen, so dass G unide@lisiert werden kénnen, haben die gleiche
Kardinalitat.

Beweis. In jeder ungeraden homdomorphen Erweiter@gon G existiert eine eineindeu-
tige Zuordnung von Kantef\v,v’} € E(G) durch einen Pfad({V,V'}), falls dieser vor-
handen ist, sonst durch die Karfié,v'} € E(G') selbst. Insbesondere sind Zyklen mit einer
ungeraden Anzahl reguléarer KantenGrauch Zyklen mit einer ungeraden Anzahl regularer
Kanten inG'.

Man kann also fir jede Kantg/,v'} € E*(G) in G’ entweder die Kant¢V,u;} € E(G)
entfernen, fallP({V,v'}) existiert und sonst die Kantg/,v'} selbst, damit aucty’ reali-
sierbar ist.

Umgekehrt ist es mdglich, fir alle Kanten gusw} € (E(G')\E(G))NE*(G), d.h. Kan-
ten die Teil eines Pfadd3({V,V'}) sind, die Kante{V/,v'} in G zu entfernen und fur alle
{u,w} € E(G)NE*(G') die Kante{u,w} selbst. O

Theorem 3.21.MinKA_eS ist NP-vollstandig fiir k 5.

Beweis. Wir werden die NP-Schwere des Problems durch die ReduktionBAdI-Problem
zeigen. Sei eine beliebige Instanz vom BKI-Problem durclerei®-Graphei = (V,E, ¢)
gegeben. Wir konstruieren nun einen Grapen (V,E,E) = (V,E, y) und zeigen, dass der
Balance-Kanten-Index gerade der minimalen Anzaldn Kanten au& U E entspricht, die
entfernt werden missen, so das&itkeine Zyklen mit ungerader Anzahl reguléarer Kanten
und keine Uberlagerungen existieren.
SeiH = (V,E, ¢) gegeben. Des Weiteren 34iG) =V (H) und

0 ,falls ¢(e)=-1

y(e) = ,
1 ,falls ¢(e) =+1

d.h. Kanten au$d mit negativen Vorzeichen werden als reguldre Kanten unddfaaus

H mit positiven Vorzeichen werden als Pseudokanten begadnhsbesondere entstehen bei
dieser Konstruktion keine Uberlagerungen. Es ist weitegnsichtlich, dass die Reduktion
in polynomieller Zeit in Abhangigkeit von der Kantenanzghbkchieht.

Wir wissen, das8KI Kanten au€ (H) entfernt werden missen, so dékdalanciert ist.
Dies wiederum ist der Fall, gdw. iH keine Zyklen mit einer ungeraden Anzahl von nega-
tiven Kanten existieren und nach Konstruktion gilt somit@j dass keine Zyklen mit einer
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ungeraden Anzahl von reguléaren Kanten existieren.

Sei umgekehrk die Anzahl von Kanten ausU E, die entfernt werden miissen, so das&in
keine Zyklen mit ungerader Anzahl regularer Kanten existieso folgt nach Konstruktion,
dass auch ikl keine Zyklen mit einer ungeraden Anzahl von negativen Kagrtestieren, al-
so istH balanciert=- k = BKI. In Verbindung mit dem Lemma 3.20 folgt die NP-Schwere
des Problems.

Bleibt zu zeigen, dass gilMinKA_eSe NP. Einen nichtdeterministischen Algorithmus
erhalten wir fir unser Problem, indem eine L6sung gerated,wi.h. eine Teilmenge der
Kantenmenge und danach mittels des Algorithmesst_Realisierbarkeiiberprift wird, ob
die, nach der Entfernung dieser Teilmenge, erhaltene lgigutig ist. n

Somit haben wir gezeigt, dass das Problem MinKA _eXf&r5 NP-vollstandig ist.

3.6 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel die vier Probleme MinKA_S, MinK8l, MinKA_eS und Min-
KN_eS der minimalen Kanten- bzw. Knotenmenge, die aus eiBhapegraphen entfernt
werden muss, so dass die entsprechenden Shapes bzw. gene8bapes durch eine ein-
zelne Zeichenkette realisiert werden kdnnen, motivied fommuliert. In [CLK+05] wurde
gezeigt, dass das Problem MinKN_S NP-vollstandig ist. Ebtstsich somit die Frage, ob
die anderen genannten Probleme auch NP-vollstandig smdlielse Frage zu beantworten,
fuhrten wir den Begriff der homéomorphen Erweiterung ein stedlten einen Algorithmus
vor, der die entsprechenden Shapegraphen auf ihre Readidtert testet. Wir haben darauf-
hin bewiesen, dass das Probleme MinKA_S, als auch die Rnebfér erweiterte Shapes
MinKA_eS und MinKN_eS NP-vollstandig sind.



4 Kombinatorische Betrachtungen

Im letzten Kapitel werden wir uns der empirischen Betrachtuon Shapes und Shapegra-
phen zuwenden. Zur Vereinfachung werden wir Shapegra@isn .. S) bzw.G(S; ... &)

als realisierbar bezeichnen, falls die entsprechendepeShazw. erweiterten Shapes nach
den Definitionen 2.4 und 2.20 durch eine einzelne Zeichémketlisierbar sind.

Wir werden im Folgenden genauer untersuchen, wie der Zusarinamg von Shapegra-
phen und der Realisierbarkeit der entsprechenden Shapestasiterten Shapes in Abhan-
gigkeit von der Knotenanzahl, der Anzahl von regularen Kantnd Pseudokanten ist. Des
Weiteren werden wir Sequenzen von Aptameren und den daegulfierenden Sekundar-
strukturen mit zufallig erzeugten Sequenzen und derenr@katrukturen vergleichen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden das Vorgeherdientinplementierten Algo-
rithmen erlautert. Im zweiten Abschnitt sehen wir uns diebenen Daten an und analysie-
ren diese.

Im Folgenden wird haufig der Begriff de&ngeeines Shape bzw. Shapegraphen benutzt.
Wir bezeichnen mit diesem Begriff die Anzahl der Knoten.

4.1 Vorgehen und Algorithmen

Geben wir nun einen Uberblick Gber unser Vorgehen und digeimentierten Algorithmen.

Alle Algorithmen wurden in der Programmiersprache C impmetrert. Ein wichtiges
Werkzeug, welches uns bei unseren Untersuchungen zurgéeriiisteht, isRNAfoldvom
Vienna RNA PackaggHof03]. RNAfoldliest RNA Sequenzen ein und berechnet die Struk-
tur der eingelesenen Sequenzen, welche minimale freiegemeaufweisen. Diese wie-
derum werden in Klammernotation in einer Textdatei auspegeDas Programm erstellt
aulRerdem eine PostScript Datel, in der die resultierend&t8t als Graph dargestellt ist.
Somit haben wir ein sehr komfortables Werkzeug zur Erzeggisr Sekundarstrukuren
[Hof03, HFS+94].

Ihttp://www. t bi . univie.ac.at/~i vo/ RNA/ Stand: 14.11.06
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Die Klammernotationen kdnnen wir dann nutzen, um die Adjaegatrix der Shapes, wel-
che die entsprechenden Sekundarstrukturen reprasentzererzeugen. In der Adajazenz-
matrix werden hierbei regulare Kanten, Pseudokanten wid adjazente Knoten entspre-
chend gekennzeichnet. Mehrfachkanten gleicher Arten \améh werden als eine gezahlt.
Uberlagerungen, d.h. Mehrfachkanten aus regularen KamerPseudokanten, wurden als
zwei verschiedene Kanten gewertet und in der Adjazenzreatsprechend gekennzeichnet.
Fur die Uberprifung der Realisierbarkeit verwendeten wiridedritten Kapitel vorgestell-
ten Algorithmus 1 {est_Realisierbarkeit

Des Weiteren sei erwéhnt, dass wir die erhobenen Datenlsnités ProgrammSPS3
9.0.1analysiert und visualisiert haben. Dieses Programm istreidular aufgebautes Pro-
grammpaket zur statistischen Analyse von Daten. Das Badighesmoglicht das grund-
legende Datenmanagement und umfangreiche statistischgrafische Datenanalysen mit
den gangigsten statistischen Verfahren [JWO05].

Erklaren wir nun das weitere Vorgehen. Wir werden bei uns&etrachtungen zuerst
untersuchen, ob die intuitive Annahme, dass es einen Zusatming zwischen der Anzahl
von Knoten und regularer Kanten gibt, experimentell begtéterden kann. Unser Vorgehen
ist dabei wie folgt:

1. Wir werden je 200 Zufallssequenzen aus dem Alph&beC,G,U } der Lange 5 bis
800 erstellen. Die Buchstaben kommen hierbei mit gleichdmréé&hneinlichkeit vor.

2. Diese Zufallssequenzen werden wir RNAfoldfalten lassen,

3. umdann die Anzahl regularer Kanten in den jeweiligen $kaprch einfaches Durch-
zahlen zu bestimmen.

Im n&chsten Schritt wollen wir priifen, ob es einen Zusamraeglewischen der An-
zahl regularer Kanten und der Anzahl von Knoten in den ShapbgnG(S;, S, S3) und
G(S1,S,S3,Sy) gibt. Fur diese Untersuchung werden wir aus den vorangegemg?00 zu-
fallig erstellten Sequenzen jeweiliger Lange und den dagafialteten Shapes, 100 mal drei
bzw. vier Shapes zufallig auswahlen, um danach aus dieseentsprechenden Shapegra-
phenG(S, S, S3) bzw. G(S1, S, S5, Sy) zu erstellen. Wir werden uns hierbei auf die LaAngen
5 bis 100 beschranken. Weiterhin sei zu beachten, dass beufddligen Auswahl der Sha-
pes keine gleichen Shapes erlaubt sind. Auch hier werdedwah einfaches Durchzahlen
die Anzahl der regularen Kanten bestimmen. Das Vorgehesh $&sh wie folgt zusammen-
fassen:

2Statistical Product and Service Solution
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1. Aus den mitRNAfoldgefalteten Strukturen der Lange 5 bis 100 werden je 100 mal
drei bzw. vier Shapes zufallig ausgewahlt.

2. Daraus erstellen wir die Graphen der Shapés, S, S3) bzw.
G(S1, S, S8,%)-

3. Die Anzahl der regularen Kanten®(S;, S, S3) undG(S;, S, S5, S4) werden wir wie-
der durch einfaches Durchzahlen bestimmen.

Danach werden wir uns empirisch mit der Realisierbarkeit@@phenG(S;, S, S3) und
G(S1,$,S5,S) beschéaftigen. Das heil3t, wir werden schauen, wie sich djerSchaft der
Realisierbarkeit aus den Definitionen 2.4 und 2.20 mit zurestdar Anzahl von Knoten,
sowie nach dem Setzen von Pseudokanten in den Grapt®&nS,, S3) undG(S, S, S5, )
verhélt. Bei dieser Betrachtung werden wir als erstes die 8eddarkeit der Shapegraphen
dreier bzw. vierer Shapes ohne Pseudokanten betrachtaabeduntersuchen, ob es einen
Zusammenhang zwischen der Anzahl von Knoten, sowie dertAmegularer Kanten und
der Eigenschaft der Realisierbarkeit gibt.

Als zweites werden wir die drei bzw. vier Shapes der ShapégnaG(S,S,Ss) und
G(S1,$,S5,Sy) der jeweiligen Langen 5 bis 100 mit Pseudokanten fillen. 3&irzen dabei
solange wie moglich zuféllig Pseudokanten in die Shapés sdlange wie die Eigenschaf-
ten der Shapes nach Definition 2.1 bzw. 2.11 erhalten blelnshesondere berticksichtigen
wir im Folgenden beim Setzen der Pseudokanten den im Kapii@imulierten Realisie-
rungsbegriff. Das heil3t, Pseudokanten kénnen nur an Bositigesetzt werden an denen
die zugehdrige gefaltete Sequenz die Buchsta®niJU, GG oderCC enthalt.

Danach werden wir die relative Haufigkeit der Anzahl gesetPtseudokanten und die
Eigenschaft der Realisierbarkeit in den Shapegraphensuteen.

Nach diesen Betrachtungen werden wir die Shapes der Shapega(S;, S, S3) und
G(S1,$,S5,S) zufallig mit Pseudokanten besetzen und zwar diesmal seldiegyEigen-
schaft der Realisierbarkeit erhalten bleibt, um uns danawkue die relative Haufigkeit der
Anzahl von Pseudokanten in den Shapegraphen anzuseheNoBRghen kann kurz wie
folgt zusammengefasst werden.

1. Die 100 Shapegraph&(S;, S, S3) undG(S;, S, S, S4) der Langen 5 bis 100 werden
auf die Eigenschaft der Realisierbarkeit getestet.

2. Ist die Eigenschaft der Realisierbarkeit erhalten, daarden
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a) werden die Shapes durch zufélliges Setzen von Pseu@okanit diesen gefillt.
Danach wird erneut getestet, ob die Shapegraphen erweeitetapes der Ei-
genschaft der Realisierbarkeit gentigen und die relativdigiit realisierbarer
Shapegraphen, sowie die relative Haufigkeit der AnzahltgesePseudokanten
bestimmit.

b) zufallig Pseudokanten in die Shapes der entsprecheridgre§raphen eingesetzt
und zwar solange die Eigenschaft der Realisierbarkeit ternddleibt. Danach
wird die relative Haufigkeit der Anzahl der eingesetzen Be&anten bestimmit.

Zum Ende der empirischen Betrachtungen werden wir uns Sliegtes LAnge zuwenden.
Wir werden dafur die Shapegraphen dreier Shap, S, Ss) der Lange 40 untersuchen.
Dabei werden wir versuchen uns der maximal mdglichen AnzahlPseudokanten, wel-
che in die Shapes gesetzt werden kdnnen, so dass die Eigérd®hRealisierbarkeit noch
erhalten bleibt, anzundhern. Bei diesem Vorgehen werdenngimicht nur auf zufallig er-
zeugte Sequenzen und deren Strukturen beschranken, sdiaddiese Betrachtungen auch
Aptamere mit einbeziehen. Diese sind aus der Ellington L&mienbang der Universitat
Texas entnommen. Wir werden demzufolge schauen, ob sicarédmtiede in der durch-
schnittlichen Anzahl gesetzter Pseudokanten zwischerStiapes der Aptamere und den
von Zufallsequenzen feststellen lassen.

Wir werden bei diesen Untersuchungen zwei Verfahren benytzam Pseudokanten in die
Shapes zu setzen. Das eine setzt zuféllig Pseudokantem 8hdpes. Das andere Verfahren
besetzt die Shapes nach einer festen Regel mit Pseudok#itemollen dieses Verfahren
"Sattige Shapehennen. Es ist im Algorithmus 2 am Ende des Abschnitts fasitgn und
wird an einem einfachen Beispiel genauer erklart.

Das Beispiel zeigt die Reprasentation einer SekundarstrdetuLange 30 in Klammer-
notation und der zugehdrigen Sequenz. Wir werden in diesgatldn Pseudokanten mit
eckigen Klammern darstellen.

....... CCCCC. oo o)) ) ..
AUUACUAGUCACAAUAAUUGAGGUGUACAC

Die farblich gekennzeichneten Knoten stellen diejenigarfed dar, auf denen Knoten
durch Pseudokanten verbunden werden konnten, so dassudiélegenden Eigenschaften
eines Shapes erhalten bleiben. Es sei erwahnt, dass wingéreiBetrachtungen den festen
Parametef = 3 gewahlt haben.

Shttp://aptaner.icnb. utexas. edu Stand: 12.10.06
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[ ... ... CCCCC. o, ))) L)) 1.
AUUACUAGUCACAAUAAUUGAGGUGUACAC

[D . o1 CCCCC. . ))) ) 1.
AUUACUAGUCACAAUAAUUGAGGUGUACAC

(t...r.cccect oo 1-))) )1
AUUACUAGUCACAAUAAUUGAGGUGUACAC

(t...r.ccecct-f---1-1.))).-))1.
AUUACUAGUCACAAUAAUUGAGGUGUACAC

Im ersten Schritt wird der kleinste Knoten v und der Knoten w dem grossten Ab-
stand zu v auf der entsprechenden Stufe gewéhlt. Es wirdifttemayepruft, ob diese Knoten
durch eine Pseudokante verbunden werden kdnnen. Ist didsatlewird die Pseudokante
ausgebildet und dieser Schritt fir die anderen Knoten digtsge wiederholt, sofern welche
existieren. Ist dies nicht der Fall, so wird der nachstldeenKnoten w mit grésstem Ab-
stand zu v gewahlt und erneut geprift ob Pseudokanten algsgjelverden kbénnen. Dies
wird solange wiederholt, wie Stufen freier Knoten mit defoeterlichen Voraussetzungen
existieren.

Um eine genauere Aussage treffen zu kdnnen, wieviel Psamtedk maximal in einen
Shapegraphe®(S;, S, Ss) fester Lange gesetzt werden kénnen, ohne die genaue Losung
zu kennen, werden wir im Folgenden 10 Instanzen von Shaplegnadreier Shapes aus
Aptameren bzw. aus gefalteten Zufallssequenzen entnetinteim jede dieser Instanzen 50
mal auf verschiedene Arten Pseudokanten setzen, um ungdend. der maximale Anzahl
von Pseudokanten anzuné&hern. Fassen wir das Vorgehenrmesam

1. Es werden zunachst 100 Sequenzen der Lange 40 aus deb&ateon Aptameren
entnommen. Aus diesen werden zuféllig 10 mal drei ausgewihl aus diesen dann
die entsprechenden Shapegrapk®®;, S, S3) zu erstellen. Gleiche Sequenzen bei
der zufalligen Wahl sind nicht erlaubt.

2. Des Weiteren werden aus dem Pool von Shapegrahen dreipeSk(S;, S, S3) zu-
falliger Sequenzen 10 zuféllig ausgewahlt. Gleiche Shiagpdgen bei der zufalligen
Wabhl sind nicht erlaubt.

3. Wir werden dann die Shapegraphg(t;, S, Ss) von Aptameren bzw. der Shapes aus
Zufallssequenzen 50 mal auf je drei verschiedene Arten sguiBokanten besetzen,
so dass die Eigenschaft der Realisierbarkeit erhaltentbl@ibse Verfahren seien im
Folgenden kurz erklart. Falls die Shapegrapl¥®;, S, S3) realisierbar sind, dann
werden wir
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a) die Shapes zufallig mit Pseudokanten besetzen, bis datvkeine Pseudokan-
ten mehr gesetzt werden kdnnen oder die erweiterten Shagesmehr durch
eine einzelne Zeichenkette realisiert werden kdnnen, tso@fiern wir uns der
maximalen Anzahl von Pseudokanten von unten an. Dieseahferf ist im Al-
gorithmus 3 dargestellt und wird im Folgenden P#K_reinbezeichnet.

b) die Shapes mit dem Verfahren 'Sattigen der Shapes’ flllendanach

i. zufallig Pseudokanten zu entfernen, bis die Shapes wigdeh eine ein-
zelne Zeichenkette realisiert werden konnen (Algorithdozw.
ii. zufallig Knoten zu entfernen, an denen Pseudokantgehebis die Shapes
wieder durch eine Zeichenkette realisierbar sind (Aldponis 5).
Das heil3t wir ndhern uns in den letzten beiden Verfahren dgrmalen Anzahl
von Pseudokanten, so dass die Eigenschaft der Realisierbarkalten bleibt,
von oben an. Diese Verfahren werden wir im Folgenden zuriveErehung mit
PsK_rausundKnoten_rauszeichnen.

Am Ende diesen Abschnitts sind die Pseudocodes der gemafigterithmen aufgefuhrt.
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4.1.1 Pseudocodes der Algorithmen

Algorithm 2 Sattige Shape
1: INPUT: Shape

2: {Stufen freier Knoten bezeichnen die Mengen der Knoten dietl Pseudokanten ver-

bunden werden kdnnen}
3: while Stufen freier Knoten existieredo

4.  for all Stufen freier Knoterlo
5 v:=0; w:=0;
6: last:=Anzahl freier Knoten der aktuellen Stufe;
7 for k = 0 to Anzahl freier Knoten der aktuellen Stufe
8 for m=lastto 0do
9 v = k.ter freier Knoten in gewahlter Sequenz;
10: w = m.ter freier Knoten in gewéhlter Sequenz;
11 if sysy € {AAUU,GG,CC} then
12: if (w>Vv)UND (w—v > 0)then
13: k=k+1;last=m—1,
14: verbinde Knoten v und w durch Pseudokante;
15: end if
16: end if
17: end for
18: end for
19:  end for

20: Ermittle Sequenz freier Knoten
21: end while
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Algorithm 3 PsK_rein

=

© @

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

- INPUT: Shapes;, S, S3
. Anzahl_PseudoKanten:=0;

. fori:=1to3do

gefullt[i]:=false;

. end for

- while (G(&1,$, %) ist realisierbar) UND
(3i€{1,2,3}, so dass gefillt[i]= false)do

wahle zufallig Shap&, fur den gilt gefullt[i]:=false;

if MOglichkeit besteht ir§ PseudoKanten zu setzéren
setze 1 PseudoKanten zufallig in gewahlten Stape
else
gefullt[i]:=true
end if
end while

Zahle PseudoKanten;
if Anzahl_PseudoKanten =t@en

gib aus: Anzahl_PseudoKanten;
else

gib aus: Anzahl_PseudoKanten-1;
end if

Algorithm 4 PsK_raus

1
2
3

4:
5
6:
7
8

9:

10
11

- INPUT: Shapes;, S, S3
. Anzahl_PseudoKanten:=0;

- if G(S1,S,Ss) ist realisierbathen

Sattige die Shapes, S, S3;

ErstelleG(5,$, %);

while G($;,$, %) ist nicht realisierbado
entferne zufallig gewahlte PseudoKante;

end while

zéhle PseudoKanten;

- end if

. gib aus: Anzahl_PseudoKanten;
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Algorithm 5 Knoten_raus
1: INPUT: ShapeS;,$,S3
2: Anzahl_PseudoKanten:=0;

3 if G(S,S, ) ist realisierbathen
4. Séttige die Shapes, S, S3;

5. ErstelleG($1,$,%);

6:  while G(§,%,%) ist nicht realisierbado
7

8

entferne zufallig gewahlten Knoten an dem PseudoKante lieg
end while
9: zahle PseudoKanten;
10: end if
11: gib aus: Anzahl_PseudoKanten;

Nachdem wir nun erklart haben, wie wir vorgehen werden, @sehavir uns im nachsten
Abschnitt die erhobenen Daten an und analysieren diese.
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4.2 Datenanalyse

Es sei kurz erwahnt, dass wir im Folgenden keine AnnahmendibeV/erteilung der Da-
ten machen werden und wollen. Deswegen werden wir nichtpetresche Tests nutzen, um
Zusammenh&nge zu analysieren und zu beschreiben. Ein aufigndetes Mal3, um mo-
notone Zusammenhange ohne die Annahme einer Verteilungsthteiben ist der Rang-
korrelationskoeffizient nach Spearman [Wae57]. Diesehtperametrische Test pruft die
nach Rangen transformierten Variablen auf einen monotonsar@menhang, d.h. auf einen
Zusammenhang, der sich durch eine monotone Funktion kebehrlasst. Zudem reagiert
dieser Korrelationskoeffizient weniger stark auf Ausreil3e

Definition 4.1. [Wae57]Berechnung des Rangkorrelationskoeffizienten nach Spearm
Seinen N Datenpunktes,y1),.. ., (Xn,Yn) gegeben.

1. Weise jedem beobachtetgreien Rang Xwie folgt zu:

e X; = 1flr den kleinsten Wert; x
* X; = N fur den gréssten Wert x

* Sind zwei oder mehr Werte gleich, so wird der Durchschnittgrzaugewiesen.

2. Wiederhole den ersten Schritt flr die Variable Y .

(Xi—Yi)?
IN(NZ-1)"

3. Berechne den Rangkorrelationskoeffiziemien1 — 65N

Es sei erwahnt, dass der Korrelationskoeffizient nach &meargenau wie der bekannte
Korrelationskoeffizient nach Pearson, immer zwischanhund 1 liegt. Somit gilt, dass je
naherp an 1 bzw. je ndhep an —1 liegt, desto hdher ist der entsprechende positive bzw.
negative monotone Zusammenhang der getesteten Variabheresto besser lasst sich der
entsprechende Zusammenhang mittels einer monoton wat#séaw. fallenden Funktion

beschreiben.

4.2.1 Anzahl Knoten vs. Anzahl regulare Kanten

Schauen wir uns nun an, ob es einen Zusammenhang zwisch@mzgnl der Knoten und
der relativen Haufigkeit der Anzahl regularer Kanten in dez&nen Shapes gibt. Das ent-
sprechende Streudiagramm ist in Abbildung 4.1 zu sehen.

Bei der Betrachtung der Abbildung 4.1 wird schnell klar, daseiaen monotonen posti-
tiven Zusammenhang geben muss. Die Analyse mit dem Kawetkoeffizient nach Spear-
man bestéatigt diese Vermutung. So hat der berechnete Kbartkoeffizient mip = 1,00
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Abbildung 4.1: Streudiagramm des Zusammenhangs zwisaireAirdzahl regulérer Kanten
in den einzelnen Shapes verschiedener Langen in Abhangigkeder An-
zahl der Knoten.

auf dem 0,01 Signifikanzniveau sein Maximum erreicht. Dieddutet dass sich der Zusam-
menhang zwischen der Anzahl von regularen Kanten in Ablgéegivon der Anzahl der
Knoten mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 0,01 awsggechen gut durch eine monoto-
ne Funktion beschreiben lasst. Offensichtlich handeliaslgerbei um eine affine Funkti-
on. Diese werden wir spater mittels der Regressionsanalyaeq7] bestimmen. Schlussfol-
gernd kdbnnen wir sagen, dass mit zunehmender Anzahl deeKoich die Anzahl regularer
Kanten steigt.

Man sieht weiterhin, dass die relative Haufigkeit regul#anten in den Shapes der Lan-
gen 5 bis 9 nahezu bei 0 ist. Dies bedeuted, dass die entspidaain Sequenzen mit Hilfe
von RNAfoldnicht gefaltet wurden. Biologisch kdnnte das auf die Starkhezer Molekule
zuruckgefuhrt werden.

Schauen wir nun, ob es auch einen Zusammenhang zwischemdeahlAer Knoten und
der Anzahl reguléarer Kanten in den ShapegrapBés;, S, S;) von drei und den Shape-
graphenG(S;, S, S3,S4) von vier Shapes gibt. Die relativen Haufigkeiten der Anzad d
reguldren Kanten in Abhangigkeit von der Anzahl der Knotid $m Streudiagramm in
Abbildung 4.2 dargestellt.

Bei der Betrachtung der Abbildung 4.2 ist erneut ein starksitpper monotoner Zusam-
menhang erkennbar. Das Mal} des Zusammenhangs lasst sadgnf@hapegraphen dreier,
als auch fur den vierer Shapes, nach dem Korrelationstebt $pearman auf dem 0,01 Si-
gnifikanzniveau mip = 0,999 beziffern. Dies bestatigt die Annahme, dass es einetiMeos
Zusammenhang zwischen der Anzahl der Knoten und reguléeteld gibt. Offensichtlich
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Abbildung 4.2: Dargestellt ist die durchschnittliche Ahkeegularer Kanten in Abhangig-
keit, von der Anzahl der Knoten in den Shapegrap®®;,$,S;) und

G(S1, S, S5, %)

gilt auch hier die Annahme, dass mit zunehmender Anzahl vaotéh die Mdglichkeit regu-
l&re Kanten zu bilden steigt. Es ist allerdings Uberrasghéass die monotonen Funktionen,
die diesen Zusammenhang beschreiben kénnten, ausgesp@ifin aussehen.

Man hatte erwarten kdnnen, dass der Anstieg bei kleineréfr@otzahl langsamer steigt
und mit zunehmender Anzahl von Knoten steiler wird, da beil@tiren kleinerer Langen,
die Mdglichkeit regulare Kanten an verschiedenen Stelleszabilden geringer ist als bei
Instanzen grosserer Lange. Dies hatte zur Folge, dassgjalére Kanten verschiedener Se-
kundarstrukturen kleiner Instanzen eher tuberlagernnadenen mit einer grol3eren Anzahl
von Knoten. Das wiederum bedeutet, dass sie im Shapegrapheis eine Kante gezahlt
werden und somit die Anzahl der Kanten am Anfang der Funkiagsamer steigt und die
Kurve mit einer zunehmenden Anzahl von Knoten steiler wird.

Zwar ist ersichtlich, dass der Anstieg bei einer Knotenahzaischen 5 und 9 konstant
und insbesondere wesentlich kleiner ist als bei einer gréssAnzahl von Knoten, dies ist
aber darauf zurtickzufiihren, dass die einzelnen Zufallesexgn der Ladngen 5 bis 9 gar
nicht erst gefaltet wurden, d.h. es existieren keine regol&anten in den Shapes, wie wir
in der Abbildung 4.1 gesehen haben. Nachdem aber die Méglichesteht, dass Sequen-
zen mitRNAfoldgefaltet wurden, bleibt der Anstieg konstant, wie in der #ding 4.2 zu
erkennen ist. Somit konnen wir schlussfolgern: Wenn es mardiberlagerung regularer
Kanten kommt, passiert dies in den Shapegraphen immerichgla Mal3.

Untersuchen wir also nun die Frage nach dem MaR der Ubeudagen regularer Kanten
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genauer. Wir werden dafur als erstes die monotonen Furgdiamelche den Zusammenhang
der Streudiagramme in den Abbildungen 4.1 und 4.2 besdneinit Hilfe der Regressi-
onsanalyse bestimmen. Wir erhalten folgende affine Fun&tipwelche in Abbildung 4.3
dargestellt sind:

« fur einen Shape: 01(X) == 0,294x — 3,081,
. fir G(S1, $, S): 03(x) := 0,877 — 9,274

o und fUrG(S;,$,S3,S1): 0a(x) :=1,167— 12,535.
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Abbildung 4.3: Dargestellt ist die Anzahl regularer KanterAbhéngigkeit von der Kno-
tenanzahl von einem Shape, sowie von den Shapegraphen undigierer
Shapes. Zusatzlich sind die, durch die Regressionsanadgsienionten, affi-
nen Funktionemy;, g3 undg, abgebildet.

Bei genauerer Betrachtung der Funktiomgngs undg, fallt folgendes auf:
* g3~ 3*Qg1 =0,882%—9,243 und
* Qa~4xgr=1176x— 12 324.

Man sieht, dass die Anzahl regularer Kanten in einem Shapegn dreier bzw. vierer
Shapes etwa das Drei- bzw. Vierfache der Anzahl der regulienten in einem Shape
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betragt. Somit lasst sich fur die gefalteten Sequenzen endddraus resultierenden Sha-
pegraphen dreier bzw. vierer Shapes die Anzahl regularetaiasehr gut durch die Anzahl
regularer Kanten in einem Shape approximieren. Aus dieg@nBtnis kdnnen wir nur einen
Schluss ziehen: Es tritt bei der Bildung der Shapegraphemaugntsprechenden Shapes
nur sehr selten die Bildung von Mehrfachkanten auf.

Des Weiteren stellen wir somit fest, dass es einen Untexdawischen der Anzahl der
regularen Kanten zwischen den Grapl@&i$;, S, S3) undG(S, S, S5, Sy) gibt. Offensicht-
lich ist die Anzahl der Kanten in dem Shapegrapl@&i$;, S, S3,S4) bei entsprechender
Anzahl von Knoten héher, als in dem Graphen dreier ShapeseDPunkt ist aber einfach
zu erklaren, wenn man sich tberlegt, dass einmal drei undaimier Shapes in einem Gra-
phen zusammengefasst werden und den zuséatzlich ebengem&uhluss, dass es selten zu
Mehrfachkantenbildung kommt, in diese Uberlegung mit eiiéht.

4.2.2 Anzahl Knoten vs. Eigenschaft "Realisierbar"

Wenden wir uns nun der Betrachtung der relativen HaufigkelearEigenschaft der Reali-
sierbarkeit der Shapegraphen ohne Pseudokanten in Algkétgion der Knotenanzahl zu.
Die entsprechenden Streudiagramme sind in Abbildung 4degtellt.
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Abbildung 4.4: Dargestellt ist die relative Haufigkeit deig&hschaft der Realisierbarkeit

von den Shapegraph@&{S;, S, S3) undG(S;, S, S5, S4) ohne Pseudokanten
in Abh&angigkeit von der Knotenanzabhl.

In beiden Féllen sieht man, dass die Eigenschaft der Realsleit mit zunehmender
Knotenanzahl abnimmt. Dass es einen monotonen Zusamngegitnwird durch die ge-
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messenen hohen negativen Rangkorrelationep mit-0,927 fur Shapegraphen dreier Sha-
pes undo = —0,976 fir den vierer Shapes, auf dem 0,01 Signifikanzniveatabgt. Wir
haben in den vorangegangenen Abbildungen gesehen, daasneitimender Knotenanzahl
die Anzahl der regulédren Kanten stieg. Aus diesem und desngmgangenen Ergebnissen
konnen wir schlussfolgern, dass mit zunehmender AnzahlKmsten und daraus resultie-
rend mit zunehmender Anzahl regularer Kanten, die Strektim den Graphen komplizier-
ter werden, d.h. die Mdéglichkeit Zyklen ungerader Langezabhdden und demzufolge die
Eigenschaft der Realisierbarkeit zu verlieren, nimmt mitetumender Knotenanzahl und
demzufolge mit zunehmender Anzahl von regulédren Kanten zu.

Diese Annahme lasst sich auch dadurch bekréaftigen, daskapegraphen vierer Shapes
G(S,S, S5, Sy) die relative Haufigkeit der Eigenschaft der Realisierbartteutlich schnel-
ler abnimmt als im Shapegraphen dreier Shapes. Die Eigafistér Realisierbarkeit im
Shapegraphe6(S;, S, Ss) ist selbst bei einer groRen Knotenanzahl noch zu etwa 50% vor
handen, wahrend im Graph&i(S;, S, S5, Sy) die Eigenschaft der Realisierbarkeit deutlich
schneller abnimmt und bei Instanzen der Lange grosser aist&h deutlich unter 20% liegt.
Wie wir in Abbildung 4.3 gesehen haben, existieren im Gragb¢s;, S, S5, &) mit zuneh-
mender Knotenanzahl auch mehr regulare Kanten, als in depe§hapheits(S, S, )
mit derselben Anzahl von Knoten. Somit kommen im Shapegrapineier Shapes weniger
regulare Kanten vor, als in dem Graphen vierer Shapes, dielEigenschaft der Rea-
lisierbarkeit langer erhalten bleibt. Daraus konnen wirlgssfolgern: Bei gleicher Anzahl
von Knoten im Graphefs(S;, S, S3) entstehen seltener Zyklen ungerader Lange als in dem
Shapegraphe6(S;, S, S3,S4). Demzufolge ist die Eigenschaft der Realisierbarkeit figr di
Shapegraphen gefalteten Zufallssequenzen abhangig vémdehl der Knoten und daraus
resultierend von der Anzahl reguléarer Kanten.

Bevor wir uns nun mit der Auspragungen der Realisierbarkeghmdem zufalligen Setzen
von Pseudokanten beschatftigen, schauen wir uns zuerstrdasi@gramm in Abbildung 4.5
an. Dieses zeigt die Anzahl der Pseudokanten in Abhangig&eider Anzahl der Knoten.
Wie schon erwéhnt, wurden hierbei alle entsprechendeneShagallig mit Pseudokanten
gefillt. Die grundlegenden Forderungen an einen Shapewdidbei nicht verletzt werden
und auf die Eigenschaft der Realisierbarkeit wurde keine Bidbkgenommen.

Man erkennt wieder, dass mit zunehmender Anzahl von Knateh die Anzahl der Pseu-
dokanten steigt. Die Annahme, dass es einen monotonen Zusanang gibt, wird durch
die aus unseren Daten berechneten ausgesprochen hohelakonskoeffizienten bestatigt.
In unseren Fallen igh = 0.995 fir den Shapegraphen dreier Shapesaged0, 996 fir den



4. Kombinatorische Betrachtungen 67

A A A A A A A
G(S, S, S;) G(S, S, S, 8)
c 40 ; ; - - 40 ; ; . -
9 ' ' ' ' ' : : '
C ' '
S X X
5 : : : : : : : : : :
B BOt-r g m e [ 10D T T P S T P A
S X X X X : X X X X T
z X X X X X X : : e
1) R
o . . . R . 5 L .
= ' ' ' f g ' ' L ' '
L R e e e L R i S S
= - : ikt P ' : Lo
(L] ' e ' R
N Lo X ¥
c Vet ' ' #gf?”-
S QT J S S 104------ B L LR TR e T
ﬁ‘w‘“-wm“t : :yf”**i
£ P
ol X X X X ol X X X X X
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Anzahl der Knoten Anzahl der Knoten

Abbildung 4.5: Dargestellt ist die durchschnittliche Ahkzder Pseudokanten in Abhangig-
keit von der Knotenanzahl, ohne der Voraussetzung zu geniitpess die
entprechenen erweiterten Shapes durch eine einzelneendietie realisiert
werden kdnnen.

Shapegraphen vierer Shapes. Beide Koeffizienten wurdenrearheéd,01 Signifikanzniveau
berechnet. Es lasst sich weiterhin beobachten, dass a@hrgttich mehr Pseudokanten in
den ShapegrapheB(S;, S, S3,S4) gesetzt wurden, als in den Graph@(S;, S, S3) dreier
Shapes gleicher Lange. Auf eine Regressionsanalyse, uneestévdnis zu bekommen, wie
hoch der Anteil der Bildung von Mehrfachkanten ist, wollerr wmn Zuge dieser Betrach-
tungen verzichten. Sehen wir uns stattdessen die Auspgaguther Realisierbarkeit, nach
dem zufélligen Setzen von Pseudokanten in die Shapes dgrechenden Shapegraphen in
Abbildung 4.6 an.

Wir erkennen wieder einen deutlichen Unterschied zwisatem GrapherG(S;,$, Ss)
und G(51,$, %5, S). Die Realisierbarkeit im ShapegraphéiS;, $,Ss) bei gleicher An-
zahl von Knoten bleibt haufiger nach dem Setzen von Pseutlmkamhalten, als in dem
GraphenG(él,éz,%,S). Im Shapegraphen vier erweiterter Shapes ist die relatéugfigH
keit realisierbarer Graphen bei einer Knotenanzahl gréf3e87 bei 0, d.h. keiner der 100
Shapegraphe6(S;,$, S, &) der jeweiligen Lange groBer als 37 behielt nach dem Setzen
von Pseudokanten noch die Eigenschaft, dass die zugeh®iggpes durch eine einzelne
Zeichenkette realisierbar sind. Bei dem Shapegrapherrémieiterter Shape3(5;, S, S)
nimmt die Anzahl nicht realisierbarer Graphen deutlichglsamer ab. So sind etwa die re-
lativen Haufigkeiten zwischen den Instanzen der Langencheis 20 und 40 beim Graphen
dreier Shapes durchschnittlich bei 0,429 und beim GrapleeanShapes nur noch bei 0,033.
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Abbildung 4.6: Dargestellt ist die relative Haufigkeit is@rbarer Shapegraphen erweiterter
Shapes in Abhangigkeit von der Knotenanzahl nach dem m#allSetzen
von Pseudokanten.

Selbst bei Instanzen der Lange zwischen 80 und 100 gibt esaph®nG(S;, S, S3) bei un-
seren Instanzen noch realisierbare Strukturen.

Dies lasst sich auf der einen Seite darauf zurlickfihrers das Graph vierer Shapes
G(S1,S,S3,S) schon ohne Pseudokanten die Eigenschaft der Realisieitdekdlich we-
niger haufig bei entsprechender Lange besitzt als der Geah S, S3),wie in Abbildung
4.4 erkennbar ist. Auf der anderen Seite haben wir eben geselass mit zunehmender
Anzahl von Knoten auch die Anzahl von regularen Kanten urei®skanten steigt. Insbe-
sondere ist diese Zunahme in dem Shapegraphen vierer Shélpeisals in dem Graphen
dreier Shapes. Somit kdnnen wir auch hier wieder schlugsfol dass mit der zunehmenden
Anzahl von Knoten und somit mit zunehmender Anzahl regulEenten die Moglichkeit,
dass kritische Zyklen bzw. Uberlagerungen von Pseudo-anitlaren Kanten nach dem Set-
zen von Pseudokanten entstehen, steigt.

Schauen wir nun, wie hoch die durchschnittliche Anzahl veauélokanten in den Sha-
pegraphen nach dem zufélligen Setzen von Pseudokantesoigdgss die Eigenschaft der
Realisierbarkeit in den Shapegraphen erhalten bleibt. Wnden dies spater noch genauer
an Shapegraphen fester Ladnge untersuchen. Die entspdech®treudiagramme kdnnen der
Abbildung 4.7 entnommen werden.

Es sind auch hier wieder, wie vermutet, deutliche Unteesstinizwischen den Graphen
G(5,$, %) undG(S1,$, S, S) zu sehen. Die durchschnittliche Anzahl von gesetzten Pseu-
dokanten in den Shapegraph@(s;, S, $) undG(S,$, S, Sy) tiber alle Langen sind in der
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Abbildung 4.7: Dargestellt ist die durchschnittliche Ahkder Pseudokanten in Abhangig-
keit von der Anzahl der Knoten unter Voraussetzung, dassrtigrechenen
erweiterten Shapes durch eine einzelne Zeichenkettesiexalverden kon-

nen.
Graph Mittelwert Pseudokanten
G(&.9.%) 6,3984
G(%9.% %) 2,1326

Tabelle 4.1: Mittelwert der durchschnittlichen Anzahl gzser Pseudokanten Uber die An-
zahl aller Knoten der jeweiligen Graph&{S;,$, ) undG(5,$, %, %).

Tabelle 4.1 festgehalten.

Man erkennt einen deutlichen Unterschied bei diesen WeSterst die durchschnittliche
Anzahl gesetzter Pseudokanten, mit einem Wert von etwarbg@ie Shapegraphen dreier
Shapes fast drei mal so hoch, wie in den Graphen vierer Shaginen ein durchschnittli-
cher Wert von etwa 2,1 berechnet wurde.

Bei der Betrachtung der Streudiagramme wird deutlich, das®afang, d.h. bei einer
Knotenanzahl zwischen 5 und 10, die Kurve sehr steil stBigier steile Anstieg ist einfach
zu erklaren, wenn man sich vor Augen fuhrt, dass in diese &hlegine bzw. ausgesprochen
wenige regularen Kanten gesetzt wurden. Somit lassen siapegraphen dieser Lange im-
mer realisieren. Demzufolge ist die einzige Einschrankamglas Setzen der Pseudokanten
die Anzahl der Knoten, sowie die zugehdrige Sequenz und diehRealisierungsbegriff
als solcher. Mit zunehmender Anzahl von Knoten im Shapdgmai(S;,$, S, &) ist ein
deutlicher Abfall der Kurve zu sehen, welcher sich im Graptiesier erweiterter Shapes nur
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vermuten lasst. Bringen wir die beiden schon betrachtetengtmenten "Anzahl regulare
Kanten in Abhangigkeit der Anzahl von Knoten" und "Eigendtlkdar Realisierbarkeit in
Abhangigkeit der Anzahl von Knoten" zusammen, so lassdndieceben gemachten Beob-
achtungen einfach erklaren.

Wir haben gesehen, dass mit zunehmender Anzahl von Knagefrdiahl von regularen
Kanten steigt und die Eigenschaft der Realisierbarkeit m Sleapegraphen ohne Pseudo-
kanten abnimmt. Dies geschah in den Shapegraphen vierpeShdautlich schneller als in
den Graphen dreier Shapes. Da in die Shapegraphen, dengesStiaht durch eine einzel-
ne Zeichenkette realisiert werden konnen, keinen Psentekgesetzt wurden, kdnnen wir
folgern, dass in die Shapegraph®(t;, S, S5, &) vierer Shapes entsprechen haufigeine
Pseudokanten gesetzt wurden, als in die GragbEh, S, S3). Dies erklart den schnellen
Abfall der Kurve im linken Streudiagramm der Abbildung 4.7.

Des Weiteren lasst sich vermuten, dass selbst bei den nalisiegbaren Strukturen nach
dem Setzen von Pseudokanten bei einer hoheren Anzahl regikinten, die Moglichkeit,
bisher unkritische Zyklen kritisch zu machen bzw. Ubertaggen zu bilden, entsprechend
steigt. Da in den Shapegraph&(S;, S, S5, &) die durchschnittliche Anzahl regularer Kan-
ten bei entsprechender Lange hoher ist, als in den Grapleer &hapes, nimmt somit auch
die Anzahl gesetzter Pseudokanten mit zunehmender Anoalmoten ab.

4.2.3 Aptamer vs. Zufall

Zum Schluss unserer empirischen Betrachtungen werden wiiShapegraphen von drei
ShapesG(S;, S, S3) mit einer Anzahl von 40 Knoten genauer ansehen und untezsuch
ob wir eine Aussage dartber treffen konnen, wieviel Pseanl@n in die Shapes unter der
Voraussetzung der Realisierbarkeit gesetzt werden kénnen.

Die Lange 40 wurde gewahlt, da in dem Grapl$;, S, Ss) von Shapes ohne Pseudo-
kanten die relative Haufigkeit von realisierbaren Strugttuohne Pseudokanten mit einem
Wert von 0,8 noch relativ hoch ist. Auf der anderen Seitet lthgse Haufigkeit nach dem
Setzen von Pseudokanten deutlich unter dem Wert von 0,4it atven wir auf der einen
Seite genug Instanzen, in die noch Pseudokanten geset¢nvkdnnen. Auf der anderen
Seite ist das Setzen von Pseudokanten begrenzt und zwanarcduf Grund der Anzahl von
Knoten, sondern auch auf Grund des Realisierungsbegufigass die VerfahreRsK_raus
undKnoten_rausine durchaus sinnvolle Verwendung finden.

Um nicht ausschlieR3lich von den bisherigen gefalteten lBsquenzen auszugehen, wer-
den wir zusatzlich noch Aptamere betrachten und diese nsenem Zufallssequenzen ver-
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gleichen.

Schauen wir uns zunachst die Boxplots der durchschnitti¢hezahl gesetzter Pseudo-
kanten, welche mittels der drei VerfahrieaK_rein Psk_rausundKnoten_rausn die jewei-
ligen Instanzen von Shapes aus Zufallssequenzen bzw. dené&ptamere gesetzt wurden,
in Abbildung 4.8 an.

20 Aptamere gefaltete Zufallssequenzen

4B -nn s mmns e

PsK_rein PsK_raus Knoten_raus PsK_rein PsK_raus Knoten_raus

Abbildung 4.8: Boxplots der durchschnittlichen Anzahl getsr Pseudokanten mit den drei
VerfahrenPsK _rein, PsK_rausind Knoten_raus Links sind die Boxplots
der Aptamere und rechts die der Shapes aus Zufallsesequemzehen.

Man erkennt sofort einen deutlich Unterschied zwischenBi@tplots der Shapegraphen
der Aptamere im Vergleich zu den Shapegraphen der gefafetiallssequenzen. Man sieht,
dass in die Shapegraphen der Aptamere bei unseren Ins@dunzadschnittlich weniger Pseu-
dokanten gesetzt wurden als in die Shapegraphen der A#qlienzen. Dies wird auch deut-
lich, wenn man sich die Mittelwerte bzw. Mediane der gesgiRseudokanten in Tabelle
4.2 anschaut. So sieht man, dass sich die Mittelwerte bzwlidvie der gesetzten Pseudo-
kanten in den den Shapegraphen aus Aptameren deutlich viem dker Zufallssequenzen
unterscheiden. So liegen die durchschnittlichen Mittelevgesetzter Pseudokanten bei den
Shapegraphen der Aptamarer bei 5,67 und denen der Zutplisseen bei 10,45.

Bei weiterer Betrachtung der Boxplots erkennt man, dass diamer Pseudokanten bei
den Shapegraphen aus Aptameren deutlich dichter um deelwstt bzw. Median verteilt
sind als bei den Graphen aus den Zufallssequenzen. Um dieba@&@dungen zu verstehen,
sehen wir uns zusatzlich die Streudiagramme in AbbilduBga#. Diese zeigen die durch-
schnittliche Anzahl der mit Hilfe der drei Verfahren gesetzPseudokanten in Abhangigkeit
von der Anzahl regularer Kanten.
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Art Verfahren Median | arith. Mittelwert

Aptamer PsK_rein 5,68 5,67
PsK_raus 3,96 5,57
Knoten_raus 3,91 5,76

ZUF PsK_rein 10,25 9,13
PsK raus 13,14 11,13
Knoten_raus 12,8 11,08

Tabelle 4.2: Mittelwerte und Mediane der Anzahl gesetzsgudokanten mittels der drei
VerfahrenPsK_rein, PsK_rausndKnoten_raus

Anzahl der PseudoKanten

Aptamere gefaltete Zufallssequenzen
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® Knoten_raus
u]
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Abbildung 4.9: Darstellung der Anzahl von Pseudokanten lim&@ngigkeit von der Anzahl
regulérer Kanten. Links ist das Streudiagramm der Aptamederechts das

der Shapes aus Zufallsesequenzen zu sehen.
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In den Diagrammen ist zu erkennen, dass die Anzahl der neguléanten in den Shape-
graphen gefalteter Zufallssequenzen deutlich weitergatsist, als in denen aus Aptameren.
So liegt die Anzahl der regularen Kanten in den Shapegraphsmptameren zwischen 21
und 32 (Spannweite 11) und in den Shapegraphen zufalliglkestSequenzen zwischen
14 und 34 (Spannweite 20). Des Weiteren ist der MittelwertAtezahl von regularen Kan-
ten bei den Shapegraphen der Aptamere mit 28,1 deutlichrtaién den Shapegraphen
gefalteter Zufallssequenzen. Hier betragt der MittelOr .

In dem Streudiagramm der Shapegraphen aus Zufallssequsiereé man weiterhin, dass
mit zunehmender Anzahl von regularen Kanten die Anzahl deuBokanten sinkt. Auch in
dem Diagramm der Apamershapegraphen ist dieser Zusammngritaz einiger Ausreisser,
zu erkennen.

Bei der zusatzlichen Betrachtung der maximalen Anzahl gesdt®seudokanten in Tabel-
le 4.3 wird des Weiteren sichtbar:

1. Die maximale Anzahl von Pseudokanten ist sowohl bei detaypren als auch bei
den Zufallsequenzen in den Shapegraphen mit geringeraatAnegularer Kanten zu
finden.

2. Die minimalen Maxima aller Instanzen sind bei den Graphédreiner hohen Anzahl
regularer Kanten zu finden.

Art Verfahren PsK: grosstes Max regIQ( PsK: kleinstes Max regK

Aptamer PsK_rein 16 21 5 28
PsK_raus 16 21 6 30
Knoten_raus 16 21 6 32

ZUF PsK_rein 20 16 3 34
PsK_raus 20 16 4 32
Knoten_raus 20 16 5 34

Tabelle 4.3: In der Tabelle ist die grosste Anzahl der gésetPseudokanten, als auch die
kleinsten, durch die drei Verfahren ermittelten, Maximaeriinehmen. Es ist
zu erkennen, dass sowohl bei den Aptameren, als auch beiuallsEquenzen
eine hohe Anzahl von Pseudokanten in Shapegraphen mitggrniagen Anzahl
regulérer Kanten gesetzt wurden und umgekehrt

Diese Erkenntnisse erklaren nicht nur die hohe bzw. ger8tgeuung der Werte in den
Graphen gefalteter Zufallssequenzen bzw. der AptamerenrBoxplots der Abbildung 4.8,
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sondern bestatigen auch die bisher gewonnenen Erkermtibes die Zusammenhange zwi-
schen der Anzahl der regularen Kanten, sowie der Realisleiband der Anzahl von Pseu-

dokanten. Es ist somit anzunehmen, dass mit einer groséemahl von regularen Kanten

die Wahrscheinlichkeit steigt, Zyklen mit einer ungeraderzahl regularer Kanten bzw.

Uberlagerungen, nach dem Setzen von Pseudokanten, ddszubi

Es ist somit deutlich geworden, dass der Unterschied deieMigrte und Mediane ge-
setzter Pseudokanten, sowie die ersichtlichen Unterdelmeden Boxplots, sehr stark durch
die Anzahl reguléarer Kanten zwischen den Shapes der Aptauoret denen der Zufallsse-
guenzen bestimmt ist, welche in den Apatamere unseremizestadeutlich hoher lag, als
in denen gefalteter Zufallssequenzen. Leider kénnen WiGaund zu weniger Daten, keine
guantitative Aussage daruber treffen ob in den ShapegregureAptameren im allgemeinen
die Anzahl regularer Kanten im Vergleich zu den Shapegnaplus Zufallssequenzen hdher
ist oder ob dies auf die zufallige Wahl der Sequenzen zurifdkzen ist.

Zuletzt sei erwahnt: Um eine genauere Aussage daribeegrtreéf konnen, wieviel Pseu-
dokanten maximal in entsprechende Shapes gesetzt werdearkGollten nicht nur Shapes
gleicher Lange, sondern auch Shapes mit der zusatzliclygem&thaft, dass die Anzahl regu-
larer Kanten tUbereinstimmt, getestet werden. Dies wirdiecje den Rahmen dieser Arbeit
sprengen.

4.3 Zusammenfassung

Fassen wir die Ergebnisse nocheinmal kurz zusammen. Zuegosh wir untersucht, ob es
einen Zusammenhang zwischen der Anzahl von Knoten und deaAnegularer Kanten in
einzelnen Shapes, als auch in den Shapegraphen dreieribesv. Shapes gibt. Wir haben
einen deutlichen Zusammenhang feststellen konnen. So akatten Fallen mit zuneh-
mender Anzahl von Knoten auch die Anzahl regularer Kantemralesondere konnten wir
sehen, dass es sehr selten zu der Bildung von Mehrfachkaatemkund sich somit die
Anzahl regularer Kanten in den Shapegraphen dreier bzwernvghapes durch die Anzahl
der reguléaren Kanten in einem Shape approximieren lasst.

Wir haben daraufhin Gberprift, ob es einen Zusammenhangchen der Anzahl von
Knoten und der Eigenschaft der Realisierbarkeit gibt. Windmhier feststellen kénnen,
dass mit zunehmender Anzahl von Knoten und demzufolge mdestder Anzahl regulérer
Kanten die Anzahl realisierbarer Graphen abnimmt. Diesdieh darauf zurtickfihren, dass
mit zunehmender Anzahl von regularen Kanten die Wahrstbkekeit steigt, Zyklen mit
einer ungeraden Anzahl regularer Kanten auszubildeneswsidere unter der Erkenntnis,
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dass es selten zu einer Bildung von Mehrfachkanten kommt.

Danach untersuchten wir den Zusammenhang zwichen der AviaaRseudokanten bzw.
die Eigenschaft der Realisiserbarkeit erweiterter Shapeslar Anzahl von Knoten. Es liel3
sich zunachst zeigen, dass mit zunehmender Anzahl von Kribée Anzahl von gesetz-
ten Pseudokanten steigt und gleichzeitig die Anzahl riedtiarer Shapegraphen erweiterter
Shapes deutlich schneller abnahm, als in denen ohne PsidokOffensichtlich stieg so-
mit die Wahrscheinlichkeit nach dem Setzen von Pseudokamisiche Zyklen bzw. Uber-
lagerungen zu bilden. Bei der Untersuchung der AbhangiglaitAnzahl von Knoten und
der Anzahl von Pseudokanten, so dass die Eigenschaft dasi@dsdrkeit erweiterter Sha-
pes erhalten bleibt, konnten wir feststellen, dass die Ahgasetzter Pseudokanten mit zu-
nehmender Knotenanzahl abnimmt.

Zuletzt untersuchten wir die Shapegraphen dreier Shapegefalteten Zufallssequenzen,
sowie die von Aptameren.Wir haben hierbei einen deutliddaterschied zwischen gefal-
teten Zufallssequenzen und Aptameren feststellen kortbiee. quantitative Aussage, ob
dieser Unterschied im allgemeinen gilt und wieviel Pseaahd&n maximal in diese Shapes
gesetzt werden kdnnen, konnten wir auf Grund zu wenigestgténstanzen nicht treffen.
Letztendlich bestatigten aber die gewonnenen Erkenmtrigs diesem Vergleich die bishe-
rigen Ergebnisse.



5 Schlussbetrachtung

5.1 Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde die Struktur und der Aufloler RNA erklart. Es wurde
die Frage motiviert, unter welchen Voraussetzungen zu enehrgegebenen Sekundarstruk-
turen eine einzelne Sequenz existiert, welche zu diesep&tbel ist. Um diesen Sachver-
halt beantworten zu kdnnen, definierten wir verschiedeneitBeger Graphentheorie und
fuhrten den Begriff deRealisierung Dabei wurde die Mdglichkeit der Realisierung ganz
eng mit den Eigenschaften des entsprechenden Shapegragkeiipft. Allerdings wurden
in dem bisherigen Realisierungsbegriff nur gepaarte Po&t bericksichtigt.

Wir erweiterten die Shapes daraufhin mitt€lseudokantenum den Begriff der Reali-
sierung einzuschranken und somit Sequenzen zu finden, andmrch Positionen beachtet
werden, die keine Paarungen eingehen dirfen. Dabei déénietr zun&chst den Realisie-
rungsbegriff fir eine bindre Zeichenkegte s; ... s, € {0,1}". Hierbei war die Forderung an
regulare Kantevi,v;}, dasss # s;j und fur Pseudokantefv;,v; }, dasss = sj. Wir haben
festgestellt, dass gegebene erweiterte Shapes dann uddmudurch eine einzelne binare
Zeichenkette realisiert werden kdnnen, wenn in dem enthpredlen Shapegraphen keine
Uberlagerungen, d.h. Mehrfachkanten aus regularen KamdrPseudokanten, sowie kei-
ne Zyklen mir einer ungeraden Anzahl regularer Kanten iexest. Danach definierten wir
einen entsprechenden Realisierungsbegriff fur Zeich&kete {A,C,G,U }" und fanden
heraus, dass dieser spezielle Realisierungsbegriff dguivau dem Begriff der Realisierung
durch eine binare Zeichenkette ist.

Durch diese Sachverhalte motiviert, wurden die Problemekii S, MinKN_S, Min-
KA eS und MinKN_eS der minimalen Kanten bzw. Knotenmenggads einem Shapegra-
phen entfernt werden missen, so dass die entsprechendeesSizav. erweiterten Shapes
durch eine einzelne Zeichenkette realisiert werden konfieemuliert und auf ihnre Komple-
xitat hin untersucht. Wir haben bewiesen, dass neben deiRaollstdndigen bekannten
Problem MinKN_S, auch das Probleme MinKA S, sowie die Ryotd flr erweiterte Sha-
pes MinKA_eS und MinKN_eS NP-vollstandig sind.
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Im letzten Teil dieser Arbeit fihrten wir empirische Studieu Betrachtungen von Gra-
phen mit und ohne Pseudokanten durch. Wir stellten hierleifest, dass es einen starken
Zusammenhang zwischen der Anzahl von Knoten und der Anzathtegularen Kanten, so-
wie Pseudokanten gibt, welcher sich wiederum deutlich anfBlegriff der Realisierbarkeit
auswirkt. Die zuletzt untersuchten Unterschiede zwisaedalteten Zufallssequenzen und
Aptameren bestatigten die vorangegangenen Erkenntnisse.

5.2 Ausblick

Im Fokus zukinftiger Betrachtungen sollte die Untersuchamdgerer Realisierungsbegriffe
an Pseudokanten stehen. Hierbei ist es mdglich neue Foiglaman Pseudokantem;, v; }

zu stellen, so dasss;j € ,%’/psK C {A,C,G,U}?\{AU,UA CG,GC,GU,UG}. Daraus resul-
tierend missen vermutlich neue Voraussetzungen an Slagbegr geknipft werden, so dass
die entsprechenden, erweiterten Shapes durch eine enzelohenkette mittels des neuen
Begriffs realisiert werden kénnen.

Zudem erscheint es interessant, Pseudokanten nicht nursaiioRen zu setzen, so dass
die Eigenschaften eines Shapes erhalten bleiben, sondehnh#r ein anderes Modell zu
entwickeln, welches erlaubt Positionen mit Pseudokantebesetzen, die nicht an die Ei-
genschaften eines Shapes gebunden sind.

Des Weiteren wissen wir, dass die Probleme MinKN_S, MinKS8!fi& k > 4 und Min-
KA _eS furk > 5 NP-vollstandig sind. Offen ist die Betrachtung der NP-8&lhdigkeit fir
k=3bzw.k=4.

Zuletzt scheint es auch lohnenswert, bessere Heuristi&ieaeld empirischen Betrachtung
Zu nutzen, um genauere Aussagen dartber zu treffen, weeRsgudokanten maximal in die
entsprechenden Shapes gesetzt werden kbnnen, so dasgathedbiaft der Realisierbarkeit
erhalten bleibt.
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