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2 Spectral Landscape Theory
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2 CONFIGURATION SPACES

2.1 GRAPHS, HYPERGRAPHS, P-STRUCTURES, AND FINITE
TOPOLOGIES

.��\���4-��3��,�A�6��/.��#�R	����3��?	�,��;.;6�8c	��#����	���� 	�	����<W���.�.;� 	��#�����
5q*@	�,�6�8c	�6�,��/XOF EL�4)��/*
	����R17��,����A W@1���AJ�
�`�I6�EV17�/,�*�X ? +Q> B D �G5����.�*�89��+7� � �
�7. �
� ��?	��/,��U*K	��#��A
EL� 	����9EL� 	��8/�
5B��1��K�U8c	UMh�����0*@	�,�6�8c	�6�,��V���d	����L*��'	�> �*3�
��	��9�?	��EH�/*3,��95=� 	��U.n	���Dh��,
.;�9,��-��/. �T,���E<DS	����J��?	��/,�����5�*@	�,�6�8c	�6�,��J�
�_	����J��1��K�/8c	(* ��� >LMSwx� 	����*j*@�U8c	��#���
[S�R*@����5#5)�'m;+�5��,��^�n�T�/[ +7�?*�*��1��#5�#	���/*V�
�`�E0+���*����AG*@	�,�6�8c	�6�,������?	��G	����j*@�9	O> ���
8'���;l�A�6�,��
	������*/M

2.1.1 Graphs.
�����0*��#EH+�5�/*@	"89��*@�0�*\17��*��/.J���J	����H���
	��#���G�
���G�Ly � �H%9�9� ML=���,

�/��8(� ��� > [)�r.;�'l����r��*R*��'		� �#�	� �
�QW@���/�#A��?1���,(*�XO�
� � M`�����Q�95�9EH�9�?	�*j���
� ��� � �
,��H	�����*���8'���;l�A�6�,��
	������*3	���� 	V8/�
�r1���,��/��8(���/.��#� �J*����A�5�^*K	��9+ *@	���,@	��#��A
�T��,�E � MYw 	^[e�#55`1��J8'���I-��9����9�?	H	�� ��*�*�6�EH� ��
� � ��� � �T��,^��5#5 � �
��. 	��O.;�9l����
� ��� � � � �#�	����1��� M7�����*e.��'l����#	�����n��5#5� [`*)6�*�	��H,��9A?�
,(.L	����"*@�9	

� ���	������� ���� ��� > ����� � ��� ��� � 7 �
��*2	����j�/.�A��R*��'	0�
����.;�,��U8c	��U.OA�,(�
+�� [e� 	��P-��9,�	��'mO*��'	 >LM iYk?6��- �
5�9�?	�5C�D � �=*0�
$��9� �U���(y }���yUyU� }��9!#�
� �|y
$O���R>LD 	���� 	L�=*9DY�Q,��95=� 	��#��� *�� 	��=*@�TC?���A ������� ��
� � �T��,^��5#5
��� >LM

wx�^EL�
�ICL89��*��/*d�������*S�#�?	��9,��/*@	��/.H���*�CIE0EH�9	�,��8b���9�A��I1���,����I�I.0,��95=� 	��#����*9D�� M ��MD
�#�_EH� -��d*@�9	�*>��_[e���=8(�_�/��8(�"*K	��9+_�=*`W@,��9-��9,(*@�1�5�/X)�
��. �#����� ��� � �EH+�5�#�U* � � �T�	�!� � M
.��GEH�4CP	����/� ,��/A���,�. > ��*��
� 6���.��#,��/8'	��/. A�,���+�� [e� 	�� �/.;A��/* �1�����"�#��$ �&%
������� �'� � M������\6���.��#,��/8'	��/.jA�,���+��j8/��*����=*e1ICL�|��,�	����_1��/*@	b*K	�6�.;��/.j������M

�����"	���6�,(*e�
�d�H	�,��4-��95�#��A^*���5#�U*@EL�
�<+�,���1�5#�/EjD��T��,b�9m��
EH+�5��D78/�
�n1��"�9�78'�;.;�/.
��*�	����05�=*K	"���S8'�#	���/*\��Q	����H��,(.;�/,3��Q[e���8(��	����9CG��,��0-I�*�� 	��/.qMqwx�Q�
	����9,\[)��,(.�*/Dh�
+��
,�	��=8'6�5��,d	���6�,)�*)�"+��9,�E26;	(� 	��#���	(n�
�q	����389� 	��#�U* � t �*)+)+),��,�� M?w 	)*��9�/EL*Y���
	�6�,(�
57	��
EL�4)��26�*@�0�
� 	����V�|��8c	3	��7� 	b	����/*��0+7�/,�EV6;	��
	������*b�T��,�E 	����H*@CIEHEH�'	�,��=8"A�,���6�+.-�/ +
8(���I��*����VEH� -���*��'	1032#-�/^�
��.j.;�9l�����	����
	 � �=*e�V���9�A��I1���,)� � � �#� � �=*���1�	��
����U.
�T,���E � 1ICOE26�5 	��#+�5�=89� 	��#��� [e�#	�� �
� �/5#�/E0�/�?	0���54 � 03D � � � 4cM76b�b8'��6�,�*���Df[S�
,��Uk?6��#,��"	���� 	80 .��?�U*3���
	_8'����	(�
��n	����0A�,���6�+J�=.;�9�?	�� 	KC�9�Mh���I6�* �#����� �8� � �#�)�
�7.
����5Cr� � ��:�;<�=� 03MB�����j,��/*�6�5#	����AGA�,���+�� �=*H�G*��
:x89�
55�/.?>d� ~ !�'~ � � ��}��(�����
�b	����
-�/hM wx�PEH�?*K	^89��*@�U*2�����<��*�*@6�EH�U*2	���� 	@4 � 0 �#EH+�5�#�U*A4 :B;C� 03DB�#� [e���=8(� 89��*@�
	����3���/�#A��?1���,����I�;.^,��95=� 	��#���^�*�*�CIE0EH�9	�,��83�
��.^	����2p)�4CI5�9CHA�,(�
+�������*)6���.��#,��/8'	��/.
�/.;A��/*/M

wx�OE0��5#�U8'6�5=�
,_1��#��5#��A�C�Dq[)�^EL�4Cn�T��,"�#�7*K	(�
��89��8'����*@�=.;�/,"*@�Uk�6��9��89�/*"��*_8'����l�A
:
6�,(� 	�����7*L�
��. E26�	�� 	��#��� ��*0	����JEH� -��J*��'	UMQ.��G���4-��j	�� .��*@	����A�6��*�� 	K[S�Q	KCI+��/*
�
�bEV6;	��
	�����L+ +�����?	LE26;	(� 	�����7*08(�7�
��A��R�Q5#�9	@	��9,H�#� �Q*@�Uk�6��9��89�j[e�#	�����6;	^�D%h�/8'	@:
�#��A0�#	�*�5�9��A
	��ZM�wx��*��9,�	������*��
�7.R.;�/5#�9	������*/D�����	����\�
	����9,e������.qD�8(������A��3	����35�9��A
	��
�
�e�n*@�Uk?6��9��89��M>iS.;� 	��#��An��+��9,(� 	�����7*_*@6�8(�r���*��9,�	������*_����.r.;�95�'	��#����*"�
,��H6�*��/.��T��,
�'m��
EH+�5�<�#� *��/k?6��/��8'�<�
5�#A���EH�9�?	^�
5A���,��#	���EL*H�
�7. 8/�
� 17�nA��9���/,���5#�F9�U.O	���	�,��/�/*
s tUu��IDft,28�;D����4v�Mh��,��/�"�/.;�#	����A���5*��^+�,�� -I�.��/*`�^*�6��#	���1�5#�V�
����5#��A�6��\�T��,bE26�	�� 	��#���n�#�
�3�9���9	��=8'�d,���A�,���E0EH���A�D4*��9�_s tUu��;D;tUu�:Uv M���,��/���/.;�#	����A\+�,��I89�/.;6�,��U* �
,��Y�T6�,�	����9,�E0��,��



4 Spectral Landscape Theory

�
�
�

��
�

FIGURE 1 �����	��
���������������
����	����
 �"!$#%�&�'#��(�)*�	��
,+-��
)/.+-�0�	�����*�'����
�1)2�43,�5�&6%(7�	��89 ����
4�:���	��;�;���<=�>�?�@���BA$����
&�	#� 9 �0�	��
4�	;DC&�0
�)�E%�4!$#%�F���0�:��
&�	#�$�	� 9 �G�0�	H�;I�	#� 9 ��;��7�	����
;
�	#����J�0�	�K���'��
%;��5�7���	�1)L�	�������	#%���GMN�	���O� 9 ���	��
4�5�	�P��
Q��R"; 9 �	��
%�S��
T�(����'H/��
)/AU#�7�	��V
�	��; 9 ���>�	��<���(734�

6�*��/.L��L+��ICI5#��A��/���'	��8�,��/89����*@	�,�6�8c	��#���ns �8:Uv�MIiY.�� 	��#��A2��+��9,(� 	�����7* ,��/5�
	��U.2	��2*���,�	����A
�
,��\6�*��/.R	��L.;�U�
5q[e�#	��<[e� 	��nA��/����EH�=8b,��/��,�,(�
��A��9EH�9�?	(*�s �tcv M

2.1.2 Recombination, P-Structures, and Hypergraphs. W �U8'��EV1����� 	��#���>D4��, 8',���*�*K:
� -��/,/Dh�=*"�
���
	����9,_[��4Cn�
���#EH+���*��#��An�<*��9��*��L�
��8'5��*��9���U*�*\��� >^M�=���,"*K	�,����A�*/Dh	����
EH�/�����#��A0���B89,��?*�*@: � -��9,S�*��U��*��#5C�.;�9l����U.qM

� &9}�y4%(%1X@y � �'}�y(���9}��
� y
}3�=*_�<EL�
+ZY + >\[ > B >\[ > [e�#	��Q	����H�T��5#5� [e���A
+�,���+��9,�	KC +1�I6�+�+7�?*@�UY � � �>�3�Q� �^];�'_ � M/�����9�_�T��,Z�/��8(��`3�9�#	����/, �a �b]Ia�c2�4a �d_*a ��,
�4a �e]fa�c��%a �b_*a M�g)C_�
1�6�*@�S�
�����
	��
	�����"[)�Y[e,��#	�� ��� Y � � �>�3� �#� � �b] ��, � �b_ D
��M ��M#D�� � � �=*2��� y	h�%���}c��$I�^��� � � �>�3� MZ��*2���Q�EHEH�/.;�=� 	���8'����*@�Uk?6��9��89�L[S�^*��9�^	����
	
Y �#���T�	�H� �����T�	� M�.Q�_�T��55� [ ���/,��\	����2*�+��,��#	`�
�`s<���/vZ[e���9�n[)�_,��/A��
,(.j�L8',���*�*@� -��9,
��+��9,(� 	���,3��*�+�,��;.;678'���A�+����#,(*`���S*��/k?6��9�78'�/*b,��
	����/,b	����
����*��#��A�5#�0*@�Uk?6��9��89�"�T,���E
�H+����#,��
�\W�����8'�U*K	���,(*�X�M

.Q�b[e,�� 	�� � �?� `:i � a �e] a c � a �e_ a � ����.bj� �?� `:i � a �d] a c � a �b_ a � �T��,
	����H	K[S�n*�6�1�*��'	�*\���S5�;8'� � *��/k?6��/��8'�L+���*��#	������* � 	����
	_��,��j%9�x���
}�� �x�(�01?CJ	����^89,��?*�*@:
� -��/,2��+7�/,��
	���,�YYM �����9,����=*V�
�b8'��6�,(*@���G�����9: 	��
: �����R8'��,�,��/*�+7����.;�9�78'�L1��'	K[)�9�9� �
8',���*�*@:�� -��9,f��+��9,(� 	���,UY"+�>b[/> B >k[/> �
��.V	����b��*�*��I89��
	��U.0*��'	 �bl � t �*)+)*) ��,�� +
	����b*@�9	Y5�*@	�*Y�'m���8'	�5C"	�����*��e5#�;8'��	����
	S�
,����#�����9,�� 	��/.0�T,���E 	����`l�,�*@	d+���,��/��	 � 1?CV	����
l�,(*K	e8(���5. ] D;*��9�&=f�#A�6�,��Vt�M;�`�7�
5��A���6�*�5#C�D�j� �=*S	����35#�=*@	����Z5�I89��	���� 	�	����bl7,�*@	�8(���#5=.
] ������/,��#	�*)�T,���E 	����"*��/8'����.R+��
,��9�?	 � M 6b�f89��6�,(*@��Dmj� �?� t �+)+)*) ��,���n � M

o`��	���	����
	0�
�78'�/*@	���,�*2�
��.O� %h*�+�,��#��A�*_���4-��L	����R*��
EH�^5�9��A�	��>M6(n��,��^A��9���/,���5
	KCI+7�U*`���B,��/89��EV1��#�7� 	�����ZD;�
��	��/�G89��5#5�/.Qz;$h��p9z�� !B&'}�y4%(%9y � �'}cDh.;�L����	���.;���9,��\	��L	����*
,��/*@	�,��8'	�����L+����9,��^,��/8'��E21�����
	�����O�9-��9��*"EH�4CQ�;89896�,21��'	K[)�9�/� �#�7.;�9+��9��.��9�?	0+���*��#:
	�����7*Y��^	����`	K[)�V*��/k?6��/��8'�U*d[e���/��8'�b	����\8(���
��^5�9��A�	���*S�
�q	����b,��/89��EV1��#�7�
�?	�*Y-4��,�C
s#t ��u v�MYpS,���*�*@� -��9,"��+7�/,��
	���,(*VEH�4CO��5*���1��<.;�'l����/.P�T��,0	�,��9�U*V����.P+��9,�E26�	�� 	��#����*/D
[e�#	��H�
+�+�5�=89� 	��#����*f�#�0A��/���'	��8S+�,���A�,���E0EH���AVs � v;����.H�\�b*f�T��,f	����)	�,(�4-��95���Ab*��
5�/*@:
EL�
�<+�,���1�5�9E s t%:4�4v D;,��U*@+��/8'	��-��/5#C�M

� }��(&(y � �'��$h� ���|y $ y(���9}�� �xy } � ��G	����L*@�/��*��V���YE26�8(���
�S	����L�\� 5#�#	��/,��
	�6�,�� � �*
�2�|�
EH�#5C2q �
��89,��?*�*@: � -��9,Y��+��9,(� 	���,�*d	����
	���8c	�����>r[�> [e� 	��R+�,���17�
1��5#�#	���/*7( � Y � M
wx�H	����e�T��55#� [e���A\[)�e,��U*K	�,��=8c	 ��6�,�*��95-��U*f	��_�/k?6���5 : 5�9��A�	��L8',���*�*@� -��9,����^*@	�,��#��A?*9M
�����



Peter F. Stadler 5

	K[S�2E0�?*K	��E0+���,�	����?	S,��/8'��E21�����
	�����L��+��9,(� 	���,(*d�
,��b6���� �T��,�E ,��/89��E21��#���
	�����Js��rv D
8'����*@�=*@	����An�
�b��5#5H7 / +���*�*@�1�5��8',���*�*@� -��9,\��+��9,(� 	���,(*9D��
��. t9:�+�����?	2,��U8'��E21����� 	��#���
s t9v�D7[e���=8(�G8'����	(�
���*b��5#5f8',���*�*K: � -��/,���+��9,(� 	���,�*mY �T��,�[e���=8(�n	����08(���
,(��8'	��/,��=*K	��8\*��'	
�*�����	����\�T��,�E Y �?� t �+)+)*) � ` � M

N>�'	�> 17�H�Ll���� 	��0*��'	\[e� 	��G+�� [S�/,3*��'	�� � > � M>��� X %c� }cz�&9� z;}��"s#t,2��Uv �=*\�^+����#,
� > ��� � [e���9,�� � +�> [�> B�� � > � M�.Q�V*��4CR	����
	b	���� �d: *@	�,�6�8c	�6�,��_�*2%c~ �V�L�'��}c�|&
� � � ������� � �	� � � ��� � �T��,_�
55 ����� � >LMqwx�r�j[S�/�#A��?	��/. � :x*@	�,�6�8c	�6�,��V[S�L�
	@	���8(�Q�
+7�?*@�#	��-��S[S�/�#A��?	�
��������� ���7	��3�/��8(�_	�,��#+�5#� ������� �>�3� �T��,�[e���8(� � ��� � � �>�3� ����."[)�S*��'	
��������� ��� � u\�#� ��
��� � � �>�3� M�.��`8/�
55�
 	����`���89�.;�/��8'�eEL�
	�,�� m0�
�h	����G� :x*K	�,�6�8'	�6�,���M

wx�R+���,@	��896�5=�
,UD�	����9,����=*��2[)�9�A��?	��/.��d: *@	�,�6�8'	�6�,�����*�*��;8'�=� 	��U.L��R�V��� 	�6�,���5h[)�4C
[e� 	��<�/��8(�<8',���*�*@:�� -��9,Y��+7�/,��
	���,�Y!+

���L� �	���8�Q�?� ��� > i ��� Y � �	���8� �

 ���������� ��� � �� � 7 � � � � �O�k�

t � � � � Y � � ���8� �
��. �! �b�
u ��	����/,�[e�=*@� )

� � �

.��R��1�*��9,�-��H	���� 	"
 ���������� ���$# un� �3�
��.O����5C��#� � �=*0�
� � %h*�+�,��#��AG�
� � � ���8� M������
.;��6�1�5#�U.J[)�9�A��?	\�#�G	����rW�.����A����7�
5=X�D�
 ���������� �%� � 7;Dh�*3EH��*@	�5CJ��	��/8(�����8/�
5 8'���I-��':
����9��89��+�w 	b�#EH+�5��/*��#EHEH�/.;�=� 	��95C'& � 
��������� ��� � 7�D�*��#�78'�2���?C<8',���*�*�� -��9,���+7�/,��
	���,
+�,��I.�6�8'�U*\�'m���8'	�5CJ	K[)�n� %q*@+�,����A�*3�T,���E �<+��
�,_�
��+��
,��9�?	(*9M>w � � � � Dq[)�^*��#EH+�5C
8'��6��?	b	����2� %q*�+�,����A ���r� 	K[e�89��Mh�����2[)�9�A��?	��U.�� :x*@	�,�6�8c	�6�,��"��*�*��;8'�=� 	��/.<[e�#	����
,��U8'��E21����� 	��#������+7�/,��
	���, q �=*�	����9�


 �)(�+*�, ( � Y � 
 �
� � � �>�3�Q�.-�+*�, � � � � �>�3�6� � ��� > �� / Y � q + � � Y � � �>�3� � � 2 �

�����<�#�?	��/,�+�,��9	�� 	��#���P���b	����*L.;�9l����#	����� �*L*@	�,(�
�A��?	V�T��,�[)��,�. +0
��������� ���\�=*0	����
8(���
�78'�"	���� 	 � �*_���J� %q*�+�,����Aj�
�d	����0+��
,��9�?	�* � ����. � 6���.;�/, q2: ,��U8'��E21����� 	��#���
s t%:4�Uv M

�����<}��(&�y
�@�9��$��
� �|y
$Q�I~����9} �
}������<�#EL�
A � ����*\-��9,�	��9mJ*@�9	�> ����.J�ICI+7�/,@: �/.�A��/*� � � �>�3� D � �>�?� >^M)� *@+��/8'	�,(�
5�	����/��,�C ���"�?CI+��9,�A�,(�
+��7*L�*j.;�U*�89,��17�U. �� s#t174�Uv M
�3� 	(8(��� % �
��. .r�
A����9,�s 2�� vS���	�,��;.;678'�/.r�n*��'	V�
m;�#��EH*3	��G.;�U*�89,��17�H	�������8c	�����r���
,��U8'��E21����� 	��#���2��0	��9,�EL* �
�h[e���
	d[S�e89��5#5����9,��'� :x*K	�,�6�8'	�6�,��/*/M4wx�Js t 2��ID�NZ�9EHEL�2pH74v
[S�_*���� [)�/.L	���� 	b���ICL,��U8'��EV1����� 	��#������+��9,(� 	���,)�T��,�EL*e�0,��U8'��EV1����� 	��#���R*@	�,�6�8c	�6�,��
� �\�
��.P����5C �#�b	����<�.;�/�?	��#	KCOEH��+ ���K>O["> �=*L�GEH�9EV17�/,L�
�`	����j�|�
EH�5#C q ���
8',���*�*@� -��9,S��+��9,(� 	���,�*/M

2.1.3 Finite Topological Spaces.
�����n*@�7�
+��<*�+���8'�j�
� W ob� *@�U8'����.��
,�CO*K	�,�678c:

	�6�,��`����*d1��9�/�L	�,��/�
	��/.L��*Y�\l7��� 	��bEH�'	�,��=8`*�+���89��D�[e� 	����".;�=*K	(�
��89�`EH�/��*@6�,��e	���� 	)�*
1���*��/.j��� W�*@	�,�6�8c	�6�,��\�U.;� 	��#��A�XJs ���;D �%2 v M�w 	�����*e1��/89��EH�2��+�+��
,��9�?	UD;��� [S�/-��/,/DI	���� 	
.;�=*K	(�
��89�SEH�/��*@6�,��U*Z����	����=*f	KCI+7�e��,��S���
	B6�*��'�T6�5I�T��,f�9m;+�5���#���#��A�	����S�T�U� 	�6�,��U*Z���7�/-��
:
5#6�	��������,�C2	�,(�D�K�/8'	���,���/*`s 2�u�D�2�t'v�M?wx�H	����U*@��8'���?	�,��1�6;	��#����*9D?�_����	�����L�
�eW�8'���?	��#�I6��#	KC;X



6 Spectral Landscape Theory

�=*b��?	�,��I.�6�8'�U.n�
��.<	����2�/-���5#6;	��#�����
,�CL	�,�����*@�#	�����7*b�
,��2895��*�*�� l7�/.<��*�8'���?	��#�I6���6�*`��,
.;�=*�89���?	���I6���67*Y1���*@�U.L������� [ �/��*@�5#CH������*����
+��\89�
��17�\��8/8'�/*�*��/.H�T,���E �"+�,��/-?���67*
������MdpS���?	���I6�� 	KCQ�=*2�n	���+���5��A��8/�
5d+�,���+��9,�	KC�M�����)?���An	����=*2�=.;�/�G*@�/,����6�*2������EH�4C
,��9A���,�.<*����
+��V*�+���8'�2��* � l����#	�� � 	���+7��5#��A��=89��5Z*@+7��8'�V��*�*@6�EH���AL	���� 	�	����QW@���
	�6�,(�
5=X
	���+7��5#��A�CR�*e��1;	����#���/.<1ICR.;�U8'5=�
,��#��AH	����2*��'	(* � ��� � ��� *@	�,�6�8'	�6�,��/*�	���� 	3�
,��\��8989�/*@:
*��#1�5�V�T,���E � ��*b��+7�/��*��'	(*9Mq�����=*\�
+�+�,�����8(�n[e�#55B17�H+�6�,�*�6��/.J�95=*@�/[e���9,��Rs 7
u4v M .Q�
�K6�*@	`EH�9�?	�����j���9,���	����
	)l7��� 	��\	���+7��5#��A��=89�
5h*�+���89�/*)���4-��3�06����=k�6��3�����;: ,��U.;6���.��
�?	
1���*@�=*e8'����*@�=*@	����AH�
�f	����"*��'	(*

� ���	�Q� ���� � * � ��� �
� � � � � : �

[e���=8(�PEL�4CO1���	�,�����*@5=� 	��/.O��?	���	����n.;�,��/8c	��/.PA�,(�
+���� [e�#	�� -��/,@	��'m *��'	 > ����.
�/.�A��/* � ��� � n!� ��� D � � >^M��Z��+7��5#��A��=89��5�+�,���+��9,�	���/*�*�6�8(�R��*S*��9+���,��
	�����^+�,���+7�/,@	��#�U*
89���J1��"	����9�J�9mI+�,��U*�*��/.n��*`A�,(�
+��;: 	����9��,��9	��=89��5q+�,���+7�/,@	��#�U*`�����VD7�
�7.n[S�V�
,��"1���8-)
	��H	����_A�,(�
+��R89��*@��M

2.2 MATRIX REPRESENTATIONS

2.2.1 Markov Chains.
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2.3 SYMMETRIES, PARTITIONS, AND MATRIX ALGEBRAS
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3 LANDSCAPES

3.1 FOURIER DECOMPOSITION AND ELEMENTARY LANDSCAPES
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3.2 CORRELATION MEASURES

3.2.1 Random Walk Autocorrelation Functions
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3.2.2 Amplitude Spectra
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4.2 ADDITIVE RANDOM LANDSCAPES
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APPENDIX

A SCHEMATA AND DECEPTIVENESS

A.1 Introduction.
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A.4 Deceptive Functions
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